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ВСТУП
Навчальний посібник «Технічна механіка: практичні заняття» покликаний допомогти студентам в оволодінні практичними вміннями і навичками розв’язання задач на основі отриманих теоретичних знань. Він розрахований на студентів спеціальності 014.10 Середня освіта (Трудове навчання і технології) і повністю відповідає навчальній програмі зазначеного курсу. Але він може бути використаний і студентами спеціальності 015 Професійна освіта спеціалізацій 015.01 Професійна освіта (Будівництво), 015.17 Професійна освіта (Технологія виробів легкої промисловості), 015.18 Професійна освіта (Технологія виготовлення і переробки продуктів сільського господарства), оскільки програма з курсу «Теоретична механіка» для цих спеціальностей включає такі ж практичні заняття. 

У посібнику стисло викладаються теоретичні відомості, необхідні для розв’язання задач, наводяться приклади розв’язання типових задач із кожної теми, пропонуються задачі для самостійного розв’язання, а також подаються контрольні питання до кожної теми. 

Навчальний посібник передбачає вивчення курсу «Технічна механіка» за кредитно-модульною системою навчання, тому навчальний матеріал у ньому скомпонований за модулями. До кожного практичного заняття пропонується список літературних джерел, який повинен розцінюватись як орієнтовний, і може розширюватись за уподобаннями студентів. Таке структурування інформації допоможе студентам у виконанні індивідуальної та самостійної роботи, передбаченої навчальним планом.
У посібнику наведені тестові та контрольні завдання для складання модулів «Статика абсолютно твердого тіла», «Кінематика матеріальної точки та твердого тіла» і «Динаміка матеріальної точки та механічної системи», подається перелік питань для підсумкового контролю. 

Навчальний посібник має на меті розвинути і закріпити уміння студентів застосовувати теоретичний матеріал під час розв’язання задач, тим самим поглибити їх рівень знань, необхідний для складання вищезазначених модулів та іспиту. Теоретичний матеріал у ньому викладений із широким застосуванням векторного способу як найраціональнішого і такого, що найбільш повно відповідає суті механічних понять. Це потребує знань студентів із векторної алгебри.

Всі закони, теореми, визначення та висновки виділені в тексті курсивом, щоб акцентувати на них увагу студентів.
Навчальний посібник рекомендований студентам заочної та дистанційної форм навчання.
МОДУЛЬ «СТАТИКА АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТІЛА»

Практичне заняття № 1

Тема: Плоска система збіжних та паралельних сил. Центр ваги
Програмові питання

Статика, основні її завдання та поняття. Аксіоми статики. В’язі та їх реакції. Приклади в’язей. Система збіжних сил. Додавання збіжних сил. Розкладання сили на збіжні складові. Проекції сили на вісь та площину. Умови рівноваги системи збіжних сил (геометричні та аналітичні).

Додавання двох паралельних сил, напрямлених в один і різні боки. Додавання багатьох паралельних сил. Момент сили відносно точки (центра). Пара сил. Момент пари. Алгебраїчні моменти сили відносно центра та пари сил. Еквівалентність пар, їх додавання. Умови рівноваги системи пар. 
Центр системи паралельних сил. Аналітичні формули для визначення координат центра системи паралельних сил. Вага твердого тіла. Центр ваги тіла. Знаходження координат центрів ваги однорідних тіл.

Література
[1, л. 2 –5]; [4, §§3 – 15, 27, 37 – 41]; [5, §§1 – 7, 11, 16, 31 – 35];

[6, §§1.1 – 2.3, 7.1 – 7.7]; [3].

Короткі теоретичні відомості

Системою збіжних сил називається система сил, лінії дії яких перетинаються в одній точці.

Додавання системи сил. Геометрична сума (головний вектор) будь-якої системи сил визначається двома способами: або послідовним додаванням сил системи за правилом паралелограма, або побудовою силового многокутника. Другий спосіб простіший і зручніший. Щоб визначити цим способом суму сил 
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 (рис. 1.1, а), відкладаємо від довільної точки О (рис. 1.1, б) вектор 
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, що зображає в обраному масштабі силу 
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, від точки а – вектор 
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, що зображає силу 
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 і т. д., від кінця m передостаннього вектора відкладаємо вектор 
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, що зображає силу 
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. З’єднавши початок першого вектора з кінцем останнього, дістанемо вектор 
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, який зображає геометричну суму 
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 або головний вектор системи сил:
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а)                                             б)

Рис. 1.1
Аналітичний спосіб розв’язання задач ґрунтується на використанні методу проекцій, знайомого нам із векторної алгебри. Оскільки він особливо важливий для механіки, нагадаємо його основи.

[image: image1488.png]


Проекція сили (як і будь-якого іншого вектора) на вісь – це алгебраїчна величина, що дорівнює добутку сили на косинус кута між силою і додатним напрямом осі. Якщо цей кут гострий, то проекція додатна, якщо тупий – від’ємна, а якщо сила перпендикулярна осі, то її проекція на вісь дорівнює нулю. Наприклад, на рис. 1.2:
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Тіло, яке може здійснювати із даного положення будь-які переміщення в просторі, називається вільним (наприклад, повітряна куля).

Тіло, переміщенню якого в просторі перешкоджають інші тіла, ті, які з’єднані чи дотикаються до нього, називається невільним. 

Все те, що обмежує переміщення даного тіла в просторі, називають в’яззю. Оскільки в’язі реалізуються якимись тілами, то в’язями будемо називати самі тіла.

Прикладом невільних тіл є всякий механізм, де рухи окремих точок наперед геометрично обмежені; вантаж, що знаходиться на столі, тощо.

Очевидно, між тілами і в’язями існує система механічних взаємодій. Вплив тіла на в’язь називатимемо дією, тоді вплив в’язі на тіло буде протидією. Протидії в’язей, прикладених до твердого тіла, називаються реакціями в’язей.
Реакції в’язей напрямлені в бік, протилежний тому, куди в’язь не дає переміщатись тілу. Якщо в’язь чинить перешкоду в декількох напрямах, то напрямок реакції в’язі наперед невідомий і повинен визначатись у процесі розв’язання задачі.

Правильне визначення напрямків реакцій в’язей відіграє при розв’язанні задач механіки вкрай важливу роль. Розглянемо деякі випадки в’язей.
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1. Гладенька площина (поверхня) або опора. Гладенькою будемо називати поверхню, тертям об яку даного тіла можна знехтувати. Така поверхня не дає тілу рухатись тільки в напрямку спільного перпендикуляра (нормалі) до поверхонь тіл, що дотикаються, у точці їх дотикання (рис.1.3, а).

Тому реакція 
[image: image20.wmf]N

 гладенької поверхні чи опори напрямлена по спільній нормалі до поверхонь тіл, що дотикаються, у точці їх дотикання і прикладена в цій точці. Якщо ж одна із поверхонь, що дотикаються, є точкою (рис.1.3, б), то реакція напрямлена по нормалі до іншої поверхні.
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2. Нерозтяжна нитка. В’язь, що здійснюється за допомогою гнучкої нерозтяжної нитки (рис.1.4), не дає тілу М віддалятись від точки підвішення нитки по напрямку АМ. Тому реакція 
[image: image21.wmf]Т

 натягнутої нитки напрямлена уздовж неї до точки її підвішення.
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3. Циліндричний шарнір (підшипник). За допомогою циліндричного шарніра (або просто шарніра) здійснюється таке з’єднання двох тіл, коли одне тіло може обертатись відносно іншого навколо спільної осі, яка називається віссю шарніра.
Якщо тіло АВ закріплене за допомогою шарніра до нерухомої опори D (рис.1.5), то точка А не може переміститись у жодному напрямку, перпендикулярному осі шарніра.

Отже, реакція 
[image: image22.wmf]R

 циліндричного шарніра може мати будь-який напрямок у площині Аху. Для сили 
[image: image23.wmf]R

 у цьому випадку невідомі ні її модуль, ні напрямок (кут α).
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4. Сферичний шарнір. Тіла, з’єднані  сферичним шарніром, можуть як завгодно повертатися одне відносно іншого навколо центра.

Реакція 
[image: image24.wmf]R

 сферичного шарніра може мати будь-який напрямок у просторі. Для неї наперед невідомі ні її модуль, ні кути з осями Аxyz (рис.1.6)
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5. Невагомий стержень. Невагомий – це такий стержень, вагою якого у порівнянні з діючим на нього навантаженням можна знехтувати. Нехай для тіла, що перебуває в рівновазі, такий стержень, закріплений у точках А і В шарнірами, є в’яззю (рис.1.7).

Тоді на стержень будуть діяти тільки дві сили, прикладені в точках А і В; при рівновазі вони повинні бути напрямлені уздовж однієї прямої, тобто АВ. Але тоді на підставі закону про дію та протидію стержень буде діяти на тіло з силою, теж напрямленою уздовж АВ.

Отже, реакція 
[image: image25.wmf]N

 невагомого шарнірно закріпленого прямолінійного стержня напрямлена уздовж осі стержня.

Паралельними називаються сили, лінії дії яких паралельні одна одній.
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Моментом сили 
[image: image26.wmf]F

 відносно центра О називається прикладений у центрі О вектор 
[image: image27.wmf])
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, модуль якого дорівнює добутку модуля сили F на її плече h і який напрямлений перпендикулярно площині, що проходить через центр О і силу, в той бік, звідки сила бачиться такою, що намагається повернути тіло навколо центра О проти ходу годинникової стрілки (рис. 1.8).

Згідно цього означення:
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Формула, що виражає вектор 
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де 
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 – радіус-вектор точки А, проведений із центра О.

Алгебраїчний момент сили 
[image: image33.wmf]F

 відносно центра О дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля сили на її плече, тобто:
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При цьому момент сили вважається додатним, коли сила намагається повернути тіло навколо центра О проти ходу годинникової стрілки, і від’ємним – за ходом годинникової стрілки.
Парою сил називається система двох паралельних сил, що мають однакові модулі й протилежні напрями (рис.1.9, а). Відстань d між лініями дії сил пари називається плечем пари, а площина, що проходить через лінії дії сил пари, – площиною дії пари. 
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Моментом пари сил називається вектор 
[image: image35.wmf]m

 (або 
[image: image36.wmf]M

), модуль якого дорівнює добутку модуля однієї із сил на її плече і який напрямлений перпендикулярно площині дії пари в той бік, звідки пара бачиться такою, що намагається повернути тіло проти ходу годинникової стрілки (рис. 1.9, б). 

Модуль моменту пари визначається так: 
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Алгебраїчний момент пари дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля однієї із сил на плече пари:
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Знак моменту пари визначається аналогічно, як і для моменту сили відносно центра.
Центром системи паралельних сил називається точка прикладання їх рівнодійної С, положення якої залежить тільки від модулів паралельних сил та від точок їх прикладання і не залежить від напрямку сил.
Формули для визначення координат центра паралельних сил:
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де R – рівнодійна системи паралельних сил; Fk – складові сили системи; хk, уk, zk – координати точок їх прикладання.
Зазначимо, що ці формули будуть справедливі й для паралельних сил, напрямлених у різні боки, якщо вважати Fk величинами алгебраїчними і якщо R ≠ 0.

На кожну частинку тіла, що знаходиться поблизу земної поверхні, діє напрямлена вертикально вниз сила, яку називають силою ваги.

Координати центра ваги, як центра паралельних сил, визначаються за формулами:
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де Р – сила ваги тіла; рk – сили ваги частинок тіла; хk, уk, zk – координати точок їх прикладання.
Для однорідного тіла вага 
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 будь-якої його частинки пропорційна об’єму vк цієї частинки: 
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, а Р = γV, де γ – вага одиниці об’єму. Підставимо ці значення у формули, матимемо:
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Точку С, координати якої обчислюються за зазначеними формулами, у цьому випадку називають центром ваги об’єму V.

Якщо тіло є однорідною тонкою платівкою, тоді:


[image: image51.wmf],

х

s

S

1

х

k

k

С

å

=

 
[image: image52.wmf],

у

s

S

1

у

k

k

С

å

=


де S – площа всієї платівки; sk – площа її частин. Точку С, координати якої обчислюють, називають центром ваги площі S.
Аналогічно формула для центра ваги лінії L:
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де L – довжина всієї лінії, 
[image: image54.wmf]k

l

– довжина її частинок.

Отже, центр ваги однорідного тіла визначається як центр ваги відповідно об’єму, площі або лінії. 

Якщо на тіло діють паралельні сили, можна напрямити вісь Ох перпендикулярно силам, а вісь Оу буде паралельна їм (рис. 1.10). Тоді проекція кожної із сил на вісь Ох буде дорівнювати нулю. Тому для плоскої системи паралельних сил можна записати дві умови, які виражають її рівновагу: 
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де вісь Оу – паралельна силам.

Отже, для рівноваги плоскої системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб сума проекцій всіх сил на вісь, паралельну їх лініям дії, і алгебраїчна сума їх моментів відносно будь-якого центра, що лежить у площині дії сил, дорівнювали нулю.
Алгоритм розв’язання задач статики:

1. Визначити тіло, рівновагу якого слід розглядати в даній задачі.

2. Зобразити сили, прикладені до цього тіла. На кресленні слід зобразити всі зовнішні сили, включаючи як задані, так і шукані, у тому числі реакції всіх в’язей.

3. Скласти умови рівноваги. Умови рівноваги складають для сил, прикладених до тіла, рівновага якого розглядається.

4. Визначити шукані величини, перевірити правильність розв’язку і дослідити здобуті результати.

Приклади розв’язання задач

Задача 1. Два абсолютно жорсткі стержні АВ і АС з’єднані шарніром у точці А і прикріплені до підлоги шарнірами В і С, утворюючи з підлогою відповідно кути 300 і 600. До шарніра А підвішений на нерозтяжній нитці вантаж D, вага якого Р = 100 Н. Визначити зусилля, які виникають у стержнях АВ і АС (рис. 1.11).
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Рис. 1.11
    Рис. 1.12
Розв’язання
Аналітичний спосіб. Розглянемо рівновагу шарніра А. Зобразимо всі сили, що діють на нього, включаючи і реакції в’язей: вагу вантажу 
[image: image58.wmf]P

; сили реакцій у стержнях 
[image: image59.wmf]А

S

 і 
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S

, напрямлені вздовж них. Вибираємо систему координат, як це показано на рис. 1.11.

Рівняння рівноваги системи збіжних сил виражаються рівностями:
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Звідси: 

SB = –Pcos600 = –100·0,5 = –50 (H);

SA = –Pcos300 = –100·0,866 = –86,6 (H).

Знак «–» показує, що реакції 
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S

 і 
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 напрямлені паралельно прямим АВ і АС у бік, протилежний показаному на рисунку.

Геометричний спосіб. Побудуємо із сил 
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, 
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 та 
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 замкнутий силовий трикутник. Розпочнемо побудову з відомої сили 
[image: image68.wmf]P

, приклавши її до довільної точки О (рис. 1.12). Потім проведемо через початок і кінець сили 
[image: image69.wmf]P

 прямі ОК і DЕ, відповідно паралельні стержням АС і АВ, дістанемо на перетині прямих вершину М силового трикутника.

Сторони трикутника зобразимо у вигляді векторів таким чином, щоб задовольнялась рівність:
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Звідси маємо напрямки реакцій 
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 і 
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. Із прямокутного трикутника ОМD маємо: 

SA =P·cos 300 =100·0,866 = 86,6 (H);

SB=P·cos 600 = 100·0,5 = 50 (H).
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Задача 2. Котел з рівномірно розподіленою по довжині вагою Р = 800 Н і радіусом R = 1 м лежить на виступах цегляної кладки. Відстань між стінками кладки L = 1,4 м. Нехтуючи тертям, знайти тиск котла на кладку в точках А і В (рис. 1.13).
Розв’язання
Котел перебуває в рівновазі під дією активної сили 
[image: image73.wmf]P

 та реакцій 
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. Як видно з рисунка, 
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, 
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 та 
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 утворюють плоску систему збіжних сил. Оберемо осі координат і складемо рівняння рівноваги, враховуючи, що трикутник АОВ рівнобедрений:
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Із першого рівняння бачимо, що SA=SB.

Тоді з другої рівності маємо:

2SA sin α = P,

звідки: 
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Визначимо sin α, знаючи, що АО = ОВ =1м, а АD = DB = 0,5L = 0,7 м.
За теоремою Піфагора: 
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Тоді: 
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Тепер знайдемо: 
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Задача 3. Однорідний стержень АВ завдовжки 2 м і вагою Р = 40 Н підвішений горизонтально на двох паралельних мотузках АС і ВD. До стержня в точці Е на відстані АЕ=
[image: image85.wmf]4

3

АВ підвішений вантаж Q = 100 H. Визначити натяги мотузок ТС і ТD (рис.1.14).

Розв’язання

Розглянемо рівновагу стержня. Він перебуває під дією відомих сил 
[image: image86.wmf]P

і 
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, напрямлених вертикально вниз. Реакції мотузок напрямлені вздовж них вгору. Отже, сили 
[image: image88.wmf],

Р

 
[image: image89.wmf]Q

, 
[image: image90.wmf]С

Т

 та 
[image: image91.wmf]D

T

 утворюють плоску систему паралельних сил, умовами рівноваги якої є:


[image: image92.wmf]0

F

ky

=

å

, 
[image: image93.wmf](

)

0

F

m

k

о

=

å

.

Оберемо координатні осі таким чином, щоб вісь Ау була напрямлена вздовж мотузки АС, а вісь Ах – вздовж стержня АВ. Тоді маємо:
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Обчислення дають:
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Задача 4. Визначити положення центра ваги однорідного диска з круглим отвором (рис.1.15), якщо радіус диска дорівнює R1, радіус отвору R2 і центр цього отвору знаходиться на відстані 
[image: image98.wmf]2
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 від центра диска. 

Розв’язання
Центр ваги диска лежить на осі ОО1, оскільки ця лінія є віссю симетрії. Напрямимо вздовж ОО1 координатну вісь Ох. Для знаходження координати xc доповнимо площу диска до повного круга, а потім віднімемо від отриманої площі площу вирізаного круга радіусом R2. Тоді маємо:
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За формулою для координати хс маємо:
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Питання для самоконтролю

1. Що вивчає статика? Основні її завдання.

2. Дати означення матеріальній точці, системі матеріальних точок, абсолютно твердому тілу.

3. Сила, система сил, плоска та просторова системи.

4. Які системи сил називаються еквівалентними? Яка це зрівноважена система сил?

5. Які сили називаються рівнодійною, зрівноважуючою, зовнішньою, внутрішньою?

6. Сформулювати аксіоми статики.

7. Які тіла називаються вільними та невільними? Що таке в’язь і реакція в’язі? Приклади в’язей.

8. Геометричний спосіб додавання двох, трьох і багатьох сил.

9. Як розкласти силу на збіжні складові?

10. Що називається проекцією сили на вісь і площину?

11. У чому полягає аналітичний спосіб додавання сил?

12. Сформулювати геометричні та аналітичні умови рівноваги плоскої системи збіжних сил.

13. Сформулювати теорему про три непаралельні сили.

14. Які сили називаються паралельними і антипаралельними?

15. Як визначається рівнодійна двох паралельних антипаралельних сил?

16. Як додати багато паралельних сил, напрямлених в один і різні боки?

17. Що називається моментом сили відносно центра (точки)?

18. Момент сили як вектор, його властивості.

19. Пара сил, момент пари сил.
20. Сформулювати та довести теорему про еквівалентність пар сил.

21. Дати означення алгебраїчному моменту сили відносно центра та алгебраїчному моменту пари сил. Як визначається їх знак?

22. Дати означення центру системи паралельних сил. Від чого залежить його положення?

23. За якими формулами визначається положення центра системи паралельних сил аналітичним способом?

24. Що таке сила ваги тіла? Як визначаються координати центра ваги твердого тіла?

25. За якими формулами визначаються координати центра ваги плоского, об(ємного тіла?

26. Сформулювати умови рівноваги плоскої системи паралельних сил. 
Задачі для самостійного розв’язання
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Задача 1.1. Стержні АС і ВС з’єднані між собою і з вертикальною стіною за допомогою шарнірів. На шарнірний болт С діє вертикальна сила Р = 1000 Н. Визначити реакції цих стержнів на шарнірний болт С, якщо кути, що утворюють стержні зі стінкою, дорівнюють: 
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Відповідь: 866 Н, 500 Н.
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Задача 1.2. Вантаж Р = 20 кН піднімається магазинним краном ВАС за допомогою ланцюга, перекинутого через блок А і через блок D, який закріплений на стіні так, що кут 
[image: image107.wmf]°

=

30

CAD

. Кути між стержнями крана: 
[image: image108.wmf]°

=

60

ABC

, 
[image: image109.wmf]°

=

30

ACB

. Визначити зусилля Q1 і Q2 у стержнях АВ і АС.

Відповідь: Q1 = 0, Q2 = –34,6 кН.
[image: image1502.png]


Задача 1.3. На двох взаємно перпендикулярних гладеньких похилих площинах АВ і ВС лежить однорідна куля О вагою 60 Н. Визначити тиск кулі на кожну площину, знаючи, що площина ВС утворює з горизонтом кут 
[image: image110.wmf]°

60

.

Відповідь: ND = 52 Н, NE = 30 Н.

Задача 1.4. До вертикальної гладенької стіни АВ підвішена на тросі АС однорідна куля О. Трос утворює зі  стіною   кут  
[image: image111.wmf]a

, вага  кулі – Р. Визначити натяг троса Т і тиск Q кулі на стінку. 

Відповідь: T = P/cos α, Q  = Ptg α.
[image: image1503.png]



Задача 1.5. Вуличний ліхтар вагою 300 Н підвішений до вертикального стовпа за допомогою горизонтальної поперечини АС = 1,2 м і підкосу ВС = 1,5 м. Знайти зусилля 
[image: image112.wmf]1

S

 і 
[image: image113.wmf]2

S

 в стержнях АС і ВС, вважаючи закріплення в точках А, В і С шарнірними.

Відповідь: 
[image: image114.wmf]1

S

= 400 Н, 
[image: image115.wmf]2

S

= –500 Н.
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Рис. до задачі 1.5 
Рис. до задачі 1.6
Задача 1.6. Вуличний ліхтар підвішений у точці В до середини троса АВС, закріпленого кінцями до гачків А і С, які знаходяться на одній горизонталі. Визначити натяг Т1 і Т2 в частинах троса АВ і ВС, якщо вага ліхтаря дорівнює 150 Н, довжина всього троса АВС дорівнює 20 м і відхилення точки його підвішення від горизонталі ВD = 0,1 м. Вагою троса знехтувати.

[image: image1504.png]


Відповідь: Т1 = Т2 = 7,5 кН.

Задача 1.7. Щогловий кран складається зі стріли АВ, прикріпленої шарніром А до щогли, і ланцюга СВ. До кінця В стріли підвішений вантаж Р = 2 кН; кути 
[image: image118.wmf]°

=

15

ВАС

, 
[image: image119.wmf]°

=

135

АСВ

. Визначити натяг Т ланцюга СВ і зусилля Q у стрілі АВ.

Відповідь: Т1 = 1,04 кН, Q = 2,83 кН. 

[image: image1505.png]



Задача 1.8. Балка АВ шарнірно закріплена на опорі А; біля кінця В вона покладена на котки. На середині балки, під кутом 
[image: image120.wmf]°

45

 до її осі, діє сила Р = 2 кН. Визначити реакції опор, взявши розміри з рисунка і нехтуючи вагою балки.

Відповідь: RA = 2,24 кН, RB = 1 кН.

[image: image1506.png]| ey | |



Задача 1.9. Котел з рівномірно розподіленою по довжині вагою Р = 40 кН і радіусом R = 1 м лежить на виступах кам’яної кладки. Відстань між стінками кладки L=1,6 м. Нехтуючи тертям, знайти тиск котла на кладку в точках А і В.

Відповідь: NA = NB = 33,3 кН.

[image: image1507.png]


Задача 1.10. Електрична лампа вагою 20 Н підвішена до стелі на шнурі АВ і потім відтягнута до стіни мотузкою ВС. Визначити натяг ТА шнура АВ і ТС мотузки ВС, якщо відомо, що кут 
[image: image121.wmf]°

=

60

a

, а кут 
[image: image122.wmf]°

=

135

b

. Вагою шнура і мотузки знехтувати.

Відповідь: ТА = 14,6 Н, ТС = 10,4 Н.

Задача 1.11. Стержні АВ і ВС з’єднані між собою і зі стелею за допомогою шарнірів. До шарнірного болта В підвішений вантаж Q = 500 Н. Визначити зусилля S1 і S2 у стержнях, якщо 
[image: image123.wmf]°

=

=

45

b

a

.

Відповідь: 
[image: image124.wmf]1

S

=
[image: image125.wmf]2

S

= 353,5 Н.
[image: image126.png]%A




                


                Рис. до задачі 1.11                           
Задача 1.12. Визначити вертикальні реакції опор горизонтальної балки прольотом l, якщо вантаж Р розміщено на ній на відстані x від першої опори.

[image: image1508.png]


Відповідь: 
[image: image127.wmf]l
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[image: image128.wmf]l
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.
Задача 1.13. Однорідний стержень АВ, довжина якого 1 м, а вага 20 Н, підвішений горизонтально на двох паралельних мотузках АС і ВD. До стержня в точці Е на відстані АЕ=
[image: image129.wmf]4

1

м підвішений вантаж Р = 120 Н. Визначити натяг мотузок 
[image: image130.wmf]C

T

 і 
[image: image131.wmf]D

T

.

Відповідь: ТС = 100 Н, TD = 40 Н.

Задача 1.14. Трансмісійний вал АВ несе на собі три шківи вагою 
[image: image132.wmf]кН
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[image: image133.wmf]кН
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, 
[image: image134.wmf]кН
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. Розміри вказані на рисунку. Визначити, на якій відстані х від підшипника В треба встановити шків вагою 
[image: image135.wmf]2

P

, щоб реакція підшипника А дорівнювала реакції підшипника В; вагою вала знехтувати.

Відповідь: х = 139см.
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Рис. до задачі 1.14
[image: image1509.png]



Задача 1.15. Горизонтальна балка, що підтримує балкон, зазнає дії рівномірно розподіленого навантаження інтенсивності 
[image: image137.wmf]кН/м

 

q

2

=

. На балку біля вільного кінця передається навантаження від колони 
[image: image138.wmf]кН

 

P

2

=

. Відстань осі колони від стінки l = 1,5 м. Визначити реакції защемлення.
Відповідь: R = 5 кН, М = 5,25 кН∙м.

[image: image1510.png]


Задача 1.16. На консольну горизонтальну балку діє пара сил з моментом 
[image: image139.wmf]м
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, а в точці С вертикальне навантаження 
[image: image140.wmf]кН

 

P

2

=

. Довжина прольоту балки АВ = 3,5 м, винос консолі ВС = 0,5 м. Визначити реакції опор А і В.

Відповідь: RА = 2 кН – вниз, RВ = 4 кН – вгору.

Задача 1.17. Визначити координати центра ваги поперечного перерізу нерівнобокого кутника, полички якого мають ширину ОА = а, ОВ = b і товщину AC = BD = d.

Відповідь:
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Рис. до задачі 1.17                                               Рис. до задачі 1.18
Задача 1.18. В однорідній квадратній дошці ABCD зі стороною AB = 2 м вирізано квадратний отвір EFGH, сторони якого відповідно паралельні сторонам ABCD і дорівнюють 0,7 м кожна. Визначити координати х і у центра ваги частини дошки, що залишилася, знаючи, що OK = O1K = 0,5 м, де 
[image: image145.wmf]O

 і 
[image: image146.wmf]1

O

– центри квадратів; 
[image: image147.wmf]OK

 і 
[image: image148.wmf]K

O

1

 відповідно паралельні сторонам квадратів.

Відповідь: х = у = –  0,07 м.
[image: image149.png]



Рис. до задачі 1.19
Задача 1.19. Знайти координати центра ваги дерев’яного молотка, який складається із прямокутного паралелепіпеда і ручки з квадратним перерізом. Дано: а = 10 см, b = 8 см, с = 18 см, d = 40 см, l = 3 см.

Відповідь: х = 0, у = 8,8 см, z = 0.
Практичне заняття № 2
Тема: Довільна плоска система сил 

Програмові питання

Плоска система сил. Теореми про паралельне перенесення сили та зведення системи сил до даного центра. Головний вектор і головний момент системи сил. Теорема Варіньйона про момент рівнодійної. Зведення системи сил до найпростішого вигляду. Умови рівноваги плоскої системи сил.

Література
[1, л. 6, л. 7]; [4, §§15 – 26]; [5, §§8 – 16]; [6, §§3.1 – 3.2, 4.9]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Довільну систему сил, прикладених до абсолютно твердого тіла, можна звести до однієї сили 
[image: image150.wmf]R

, яка дорівнює головному вектору системи сил і прикладена в центрі зведення О, і однієї пари з моментом 
[image: image151.wmf]0

М

, який дорівнює головному моменту системи сил відносно центра О.
Головним вектором системи сил називається величина 
[image: image152.wmf]R

, що дорівнює геометричній сумі всіх сил системи; головним моментом системи сил відносно центра О називається величина 
[image: image153.wmf]0

М

, що дорівнює сумі моментів у всіх сил відносно цього центра О:
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Звідси необхідні й достатні умови рівноваги будь-якої системи сил виражаються рівностями 
[image: image156.wmf]0
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, тобто її головний вектор і головний момент відносно будь-якого центра дорівнюють нулю.
Оскільки вектор 
[image: image157.wmf]R

 дорівнює нулю, то дорівнюють нулю його проекції Rx і Ry, тобто повинні виконуватись рівності:

Rx = 0, Ry = 0 та 
[image: image158.wmf]0
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де М0 – алгебраїчний момент сили, а О – будь-яка точка в площині дії сил. 

Ці рівності будуть виконуватись тоді, коли:


[image: image159.wmf](

)

0

F

m

,

0

F

,

0

F

k

0

ky

kx

=

=

=

å

å

å

.

Ці формули виражають аналітичні умови рівноваги: для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій всіх сил на кожну з двох координатних осей і сума їх моментів відносно будь-якого центра, що лежить у площині дії сил, дорівнювали нулю. 

Одночасно ці рівності виражають умови рівноваги твердого тіла, яке перебуває під дією плоскої системи сил.

Методами статики можуть розв’язуватись задачі таких двох типів:

1) в яких відомі сили, прикладені до тіла, і вимагається з’ясувати, в якому положенні та при яких співвідношеннях між силами тіло буде перебувати у рівновазі;

2) в яких наперед відомо, що тіло перебуває у рівновазі, і треба з’ясувати, чому дорівнюють сили, що діють на тіло.

Реакції в’язей є величинами, наперед невідомими.

Всі розрахунки в задачі слід виконувати в загальному вигляді (аналітично), числа підставляються тільки в кінцеві результати. Це дає змогу проаналізувати здобуті результати.

Геометричним методом зручно користуватись, коли кількість сил (і заданих, і шуканих), прикладених до твердого тіла, дорівнює трьом.

Аналітичним методом користуються при будь-якій кількості сил. Для того, щоб дістати простіші рівняння, необхідно:

а) складаючи рівняння проекцій сил, проводити координатну вісь перпендикулярно якій-небудь невідомій силі;

б) складаючи рівняння моментів, брати за центр моментів точку, де перетинаються більше невідомих сил.

Розв’язок багатьох задач статики зводиться до визначення реакцій опор. 
1. Рухома шарнірна опора А (рис. 2.1). Реакція 
[image: image160.wmf]A

N

 такої опори напрямлена по нормалі до поверхні, на яку спираються котки рухомої опори.

[image: image161.png]



            Рис. 2.1                                                    Рис. 2.2
2. Нерухома шарнірна опора В (рис. 2.1). Реакція 
[image: image162.wmf]B

R

 такої опори проходить через вісь шарніра і може мати будь-який напрямок у площині креслення. Реакцію 
[image: image163.wmf]B
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 будемо зображати її складовими 
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у

R

 по напрямках координатних осей. Якщо визначимо їх, то:
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3. Жорстке защемлення (нерухома защемляюча опора) (рис. 2.2). Тут система реакцій зводиться до реакції 
[image: image167.wmf]A
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, яка може бути розкладена на 
[image: image168.wmf]A
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 та 
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, і пари з моментом mA. Отже, для визначення реакції нерухомої защемляючої опори треба знайти три величини 
[image: image170.wmf]A
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Приклади розв’язання задач

Задача 1. Визначити реакції опор А і В балки, зображеної на рисунку, яка перебуває під дією двох зосереджених сил 
[image: image172.wmf]1

Р

= 200 кН та 
[image: image173.wmf]2

Р

=100 кН і рівномірно розподіленого навантаження інтенсивністю q = 2 кН/м (рис. 2.3).

Розв’язання

У цій задачі розглядаємо рівновагу балки.

Обираємо систему координат. Оскільки в точці А балка закріплена шарнірно, то напрямок реакції відразу визначити не можна, тому зобразимо її двома складовими 
[image: image174.wmf]А
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 і 
[image: image175.wmf]A

Y

. Опора В обмежує свободу руху тільки в одному напрямку, тому напрямок реакції 
[image: image176.wmf]B

R

 відомий: вгору по вертикалі.

Замінимо рівномірно розподілене навантаження зосередженою силою 
[image: image177.wmf]Q

 і визначимо її числове значення Q = l·q = 2·2 = 4 (кН).
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Рис. 2.3
Оскільки невідомих величин у цій задачі три, то необхідно скласти і три рівняння рівноваги:


[image: image179.wmf]0

30

cos

P

X

F

0

2

A

kx

=

-

=

å

;                                    (1)


[image: image180.wmf]0

Q

R

P

30

sin

P

Y

F

B

1

0

2

A

ky

=

-

+

-

-

=

å

;              (2)


[image: image181.wmf]0

Q

5

R

4

P

3

30

sin

Р

2

)

F

(

m

B

1

0

2

k

А

=

-

+

-

-

=

å

.   (3)

З рівняння (1) знаходимо: 
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З рівняння (3) визначаємо 
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З рівняння (2) маємо YA:
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Задача 2. Однорідна балка АВ вагою Р = 1000 Н закріплена в точці А шарніром (рис. 2.4). Інший кінець В утримується тросом за допомогою вантажу Q. Знайти вагу вантажу Q і реакцію шарніра в положенні рівноваги, якщо точка С лежить на одній вертикалі з точкою А, АВ = АС = ВС, вага вантажу Р1 = 1500 Н. Тертям у блоці знехтувати.

Розв’язання

[image: image1511.png]


Розглянемо рівновагу балки АВ. Вона перебуває під дією сил: 
[image: image186.wmf]Р

 – ваги балки, прикладеної до її середини; 
[image: image187.wmf]1

Р

 – ваги підвішеного в точці В вантажу; 
[image: image188.wmf]Q

 – реакції частини ВС троса, яка дорівнює вазі вантажу, 
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R

 – реакції шарніра А. Оскільки напрямок реакції шарніра А наперед невідомий, тому розкладаємо її на складові – горизонтальну 
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і вертикальну
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. Отже, сили 
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 утворюють довільну плоску систему сил, умовами рівноваги якої є:
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Оберемо координатні осі з початком у точці А. За центр моментів сил оберемо точку А, оскільки в ній перетинаються лінії дії двох шуканих сил 
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У процесі обчислення дістанемо:
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Питання для самоконтролю

1. Сформулювати теорему про паралельне перенесення сили.

2. Сформулювати та довести теорему про зведення системи сил до даного центра.

3. Дати означення головному вектору та головному моменту системи сил.

4. Умови рівноваги довільної  плоскої системи сил.

5. Сформулювати та довести теорему Варіньйона про момент рівнодійної.

6. До якого найпростішого вигляду зводиться плоска система сил, яка не перебуває у рівновазі?

7. Аналітичні умови рівноваги довільної плоскої системи сил.

Задачі для самостійного розв’язання

[image: image1512.png]N




Задача 2.1. Однорідна балка вагою 600 Н і довжиною 4 м спирається одним кінцем на гладеньку підлогу, а проміжною точкою В на стовп заввишки 3 м, утворюючи з вертикаллю кут 
[image: image208.wmf]°

30

. Балка утримується в такому положенні мотузкою АС, протягненою по підлозі. Нехтуючи тертям, визначити натяг мотузки Т і реакції 
[image: image209.wmf]B

R

 стовпа і 
[image: image210.wmf]c

R

 підлоги.
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Відповідь: Т = 150 Н, RВ = 173 Н, RС = 513 Н.
Задача 2.2. До гладенької стіни приставлена однорідна драбина АВ під кутом 
[image: image211.wmf]°

45

 до горизонту; вага драбини 200 Н; у точці D на відстані, що дорівнює 1/3 довжини драбини від нижнього кінця, знаходиться людина вагою 600 Н. Визначити силу тиску драбини на опору А і на стінку.

Відповідь: XA = 300 H, YA= – 800 H, ХВ = – 300 H.

[image: image1514.png]


Задача 2.3. Визначити реакції опор А і В балки, що перебуває під дією двох зосереджених сил і рівномірно розподіленого навантаження. Інтенсивність розподіленого навантаження, величини сил і розміри вказані на рисунку.

Відповідь: XA = 2,6 кН, YА = 4,2 кН, ХВ = 15,6 кН.
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Задача 2.4. Визначити реакції защемлення консольної балки, що перебуває під дією рівномірно розподіленого навантаження, однієї зосередженої сили і двох пар сил. 

Відповідь: X = 11,8 кН,             Y= – 2,8 кН, М = – 86,8 кН∙м.

[image: image1516.png]


Задача 2.5. Однорідна плита АВ вагою Р=100Н вільно спирається в точці А і утримується під кутом 
[image: image212.wmf]°
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 до горизонту двома стержнями BC і BD. BCD – рівносторонній трикутник. Точки C і D лежать на вертикальній прямій CD. Нехтуючи вагою стержнів і вважаючи закріплення в точках B, C і D шарнірним, визначити реакцію опори А і зусилля в стержнях.

Відповідь: RA = 35,4 H, SC = 89,5 H, SD = – 60,6 H.
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Задача 2.6. Однорідна балка АВ вагою Р = 100 Н прикріплена до стінки шарніром А і утримується під кутом 
[image: image213.wmf]°

45

 до вертикалі за допомогою троса, який перекинутий через блок і несе вантаж G. Частина ВС троса  утворює  з вертикаллю  кут 
[image: image214.wmf]°
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. У точці D до балки підвішено вантаж Q вагою 200 Н. Визначити вагу вантажу G і реакцію шарніра А, нехтуючи тертям в блоці, якщо BD =
[image: image215.wmf]4

1

АB.
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Відповідь: G = 146 H, XA = 73 Н, YA = 173 H.

Задача 2.7. Кран для підйому вантажу складається із балки АВ, нижній кінець якої з’єднаний зі стінкою шарніром А, а верхній утримується горизонтальним тросом ВС. Визначити натяг Т троса ВС і тиск на опору А, якщо відомо, що вага вантажу Р = 2 кН, вага балки АВ дорівнює 1 кН і прикладена посередині балки, а кут 
[image: image216.wmf]°
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45
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.

Відповідь:  Т = 2,5 кН,   XA = – 2,5 кН,  YA= – 3 кН.
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Рис. до задачі 2.8                                               Рис. до задачі 2.9

Задача 2.8. Визначити реакції опор А і В балки, яка перебуває під дією однієї зосередженої сили і пари сил. Навантаження і розміри вказані на рисунку.

Відповідь: XA = 2 кН,  YA = – 4,32 кН, YВ = 7,78 кН.

Задача 2.9. Визначити реакції защемлення консольної балки, яка перебуває під дією рівномірно розподіленого навантаження, зосередженої сили і пари сил. 

Відповідь: X = 2,8 кН, Y = 1,7 кН, М = – 5,35 кН∙м.
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Задача 2.10. Однорідна  балка  АВ  вагою 200 Н спирається на гладеньку горизонтальну підлогу в точці В під кутом 
[image: image219.wmf]°

60

 і, крім цього, підтримується двома опорами С і D. Визначити реакції опор у точках В, С і D, якщо довжина АВ = 3 м; ВС = CD = 0,5 м.

Відповідь: RВ = 200 Н, RС = 300 Н, RD = 300 Н.

Практичне заняття № 3
Тема: Просторова система сил

Програмові питання

Просторова система сил. Момент сили відносно осі. Послідовність його визначення, часткові випадки. Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил. Зведення просторової системи сил до найпростішого вигляду. Рівновага довільної просторової системи сил. Випадки збіжних і паралельних сил.

Література
[1, л. 9]; [4, §§32 – 36]; [5, §§28 – 30]; [6, §§4.1 – 4.8]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Проекція вектора 
[image: image220.wmf])
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, тобто моменту сили 
[image: image221.wmf]F

 відносно центра О, на яку-небудь вісь z, що проходить через цей центр (рис. 3.1), називається моментом сили 
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 відносно осі z, тобто 
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 – момент сили 
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 відносно осі z, γ – кут між вектором 
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 і віссю z.
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Із означення виходить, що 
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, як проекція вектора на вісь, величина алгебраїчна. Знак 
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 визначається так само, як і знак проекції будь-якого вектора, у нашому випадку 
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Знайдемо ще один вираз для визначення цієї величини. Для цього через довільну точку О1 осі z (див. рис. 3.1) проведемо площину (xy), перпендикулярну цій осі, й спроектуємо ∆ОАВ на цю площину. Оскільки вектор 
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 перпендикулярний площині ОАВ, а вісь z перпендикулярна Δ О1А1В1, то кут γ, як кут між нормалями до цих площин, буде кутом між цими площинами. Тоді: 
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Отже, момент сили 
[image: image234.wmf]F

 відносно осі z дорівнює алгебраїчному моменту проекції цієї сили на площину, перпендикулярну осі z, взятому відносно точки О1 перетину осі з цією площиною.
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Це є друге означення моменту сили відносно осі.

Момент сили відносно осі буде мати знак плюс, коли з додатного кінця осі поворот, що прагне здійснити сила 
[image: image235.wmf]xy

F

, бачиться проти ходу годинникової стрілки, а знак мінус – за ходом годинникової стрілки.

Послідовність обчислення моменту сили відносно осі (рис. 3.2):

1) необхідно провести площину (xy), перпендикулярну осі z;
2) спроектувати силу 
[image: image236.wmf]F

 на цю площину і знайти величину Fxy;

3) опустити із точки перетину О осі з площиною перпендикуляр на лінію дії 
[image: image237.wmf]xy

F

 і знайти його довжину h; 

4) обчислити добуток Fxy·h;

5) визначити знак моменту.

Поодинокі випадки:

1) якщо сила паралельна осі, то її момент відносно осі дорівнює нулю (оскільки Fxy = 0);

2) якщо лінія дії сили перетинає вісь, то її момент відносно осі також дорівнює нулю (оскільки h = 0) ;
3) якщо сила перпендикулярна осі, то її момент відносно цієї осі дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля сили на відстань між лінією дії сили і віссю.

Поєднуючи пункти 1 і 2, відзначимо, що момент сили відносно осі дорівнює нулю, якщо сила і вісь лежать в одній площині.

Необхідні й достатні умови рівноваги будь-якої системи сил виражаються рівностями 
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 та 
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 дорівнюють нулю тільки тоді, коли 
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, тобто коли: 
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Отже, для рівноваги довільної просторової системи сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій всіх сил на кожну з трьох координатних осей і алгебраїчні суми їх моментів відносно цих осей дорівнювали нулю.

Випадок збіжних сил. Для рівноваги просторової системи збіжних сил має виконуватись рівність 
[image: image245.wmf]0
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. Аналітично модуль головного вектора визначається за формулою:
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Оскільки під коренем стоїть сума додатних складових, то R може дорівнювати нулю тільки тоді, коли одночасно Rx = 0, Ry = 0, Rz = 0,тобто коли сили, що діють на тіло, будуть задовольняти рівності:
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Ці рівності і виражають умови рівноваги системи збіжних сил в аналітичній формі: для рівноваги просторової системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій цих сил на кожну з трьох координатних осей дорівнювали нулю.

Випадок паралельних сил. Якщо всі сили, що діють на тіло, паралельні одна одній, можна обрати координатні осі таким чином, щоб вісь z була паралельна силам (рис. 3.3). Тоді проекції кожної із сил на осі x та y і їх моменти відносно осі z будуть дорівнювати О, тому будемо мати тільки три умови:
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Отже, для рівноваги просторової системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій всіх сил на вісь, паралельну силам, і алгебраїчні суми їх моментів відносно двох інших координатних осей дорівнювали нулю.
Приклади розв’язання задач

Задача 1. Горизонтальний дріт АЕ, натяг якого Т = 600 Н, підвішений до вертикального стовпа АВ, укріпленого розтяжками АС і АD, які розташовані симетрично відносно площини ВАЕ. Відомо: АВ = 6 м, ВС = BD = 4,5 м, 
[image: image251.wmf]Ð

СВD = 1200. Визначити натяг розтяжок та зусилля в стовпі (рис. 3.4).

Розв’язання
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Розглянемо рівновагу вершини стовпа А. Зобразимо всі сили, що діють на неї: сила 
[image: image252.wmf]Т

 – реакція дроту АЕ, реакція 
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 стовпа АВ і реакції 
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 і 
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Т

 розтяжок АС і АD. Вони, як бачимо, не лежать в одній площині, отже, утворюють просторову систему збіжних сил. Умови рівноваги цієї системи виражаються рівностями:
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Проведемо осі координат із точки В, вісь z напрямимо вздовж стовпа АВ, вісь y – паралельно дроту АЕ, а вісь x – перпендикулярно до осей y і z. 

Позначимо 
[image: image259.wmf]Ð

АСВ =
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ADB = α.
Складемо рівняння рівноваги:
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Визначимо cos α та sin α:
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Із рівняння (1) маємо: Т1 = Т2.

Із рівняння (2) визначимо ці сили: 
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З рівняння (3) визначимо S:
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Знак «мінус» показує, що вертикальний стовп стиснений.

Задача 2. Підйомний кран установлений на триколісному візку АВС. Кран зрівноважується противагою F. Розміри: AD = DB = 2 м; CD = 3 м; СМ = 1 м. Вага крана з противагою дорівнює Р = 250 кН і прикладена в точці G, що лежить у площині LMNF на відстані 0,5 м від осі крана MN; вантаж, який піднімає кран, Q = 50 кН. Знайти тиск коліс на рейки, коли площина крана LMN паралельна АВ (рис. 3.5).

Розв’язання

Кран перебуває в рівновазі під дією заданих сил 
[image: image271.wmf]Р

 та 
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 і реакцій рейок 
[image: image273.wmf]C

R

, 
[image: image274.wmf]B

R

 та 
[image: image275.wmf]A

R

. Ці сили утворюють просторову систему паралельних сил. Вибираємо осі координат, як показано на рисунку, і складаємо рівняння рівноваги крана:
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Із рівняння (3) знаходимо реакцію RC:
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Із рівняння (1) виразимо RA і підставимо в рівняння (2):
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Розв’язуючи це рівняння, визначимо реакцію RB:
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Рис. 3.5
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Далі визначаємо реакцію RA з рівняння (4):
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Обчисливши реакції рейок 
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 та 
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, можна стверджувати, що тиск коліс на рейки 
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 та 
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 за модулем дорівнює знайденим реакціям, тобто:
TA = RA = 31,25 (кН), TB = RB = 68,75 (кН), TC = RC = 200 (кН).
[image: image1524.png]


Задача 3. На горизонтальний вал АВ насаджені зубчате колесо 1 діаметром D = 1,2 м і шестерня 2, діаметр якої d = 40 см. Решта розмірів вказані на рисунку. До колеса 1 по дотичній прикладена горизонтальна сила Р = 1 кН, а до шестерні 2 також по дотичній прикладена вертикальна сила Q. Визначити силу Q і реакції підшипників А і В у стані рівноваги. Масу деталей до уваги не брати (рис. 3.6).

Розв’язання

Розглянемо рівновагу вала із зубчатим колесом і шестернею. Реакції підшипників А і В розміщені в площинах перпендикулярних до осі вала (рис. 3.6). Тому розкладемо кожну з цих реакцій на дві взаємноперпендикулярні складові
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 відповідно. Отже, на згадану систему тіл діє просторова система шести сил, п’ять з яких: 
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 невідомі за величиною. Складемо рівняння рівноваги просторової системи довільно розміщених сил:
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Розв’язуючи рівняння (4), дістанемо:
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Із рівняння (3) знайдемо реакцію ZB:
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Із рівняння (5):
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Із рівняння (2):
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Із першого рівняння маємо:
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Знак «мінус» у реакцій ХА, ZA, XB, ZB показує, що ці реакції мають напрямки, протилежні показаним на рисунку.

Питання для самоконтролю
1.  Дати визначення моменту сили відносно осі. Як визначається його знак?

2.  Послідовність обчислення моменту сили відносно осі. Часткові випадки.

3.  Навести аналітичні формули для обчислення моментів сили відносно координатних осей.

4.  Як обчислюється головний вектор та головний момент просторової системи сил?

5.  До якого найпростішого вигляду зводиться просторова система сил, яка не перебуває у рівновазі?

6.  Сформулювати умови рівноваги просторової системи збіжних сил.

7.  Сформулювати умови рівноваги просторової системи паралельних сил.

8.  Сформулювати умови рівноваги довільної просторової системи сил.

Задачі для самостійного розв’язання
Задача 3.1. Вантаж Q = 100 Н підтримується брусом АО, шарнірно закріпленим у точці А і нахиленим під кутом 
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 до горизонту, і двома горизонтальними ланцюгами ВО і СО однакової довжини; 
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Відповідь: S = –141 Н, Т = 71 Н.
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Рис. до задачі 3.1                                    Рис. до задачі 3.2

Задача 3.2. Знайти зусилля в стержні АВ і ланцюгах АС і АD, які підтримують вантаж Q вагою 420 Н, якщо АВ = 145 см, АС =80 см, АD = 60 см, площина прямокутника САDЕ горизонтальна, а площини V i W вертикальні. Закріплення в точці В шарнірне.

Відповідь: ТС = 320 Н, ТD = 240 Н, ТВ = – 580 Н.

[image: image1525.png]


Задача 3.3. Визначити зусилля в тросі АВ, у стержнях АС і АD, які підтримують вантаж Q вагою 180 Н, якщо АВ = 170 см, АС = АD = 100 см, СD = 120 см, СК = КD і площина 
[image: image317.wmf]CDA

D

 горизонтальна. Закріплення стержнів у точках А, С, D шарнірні.

Відповідь: 204 Н, – 60 Н.

Задача 3.4. Вантаж Q вагою 1 кН підвішений у точці D, як показано на рисунку. Закріплення стержнів у точках А, В і D шарнірні. Визначити реакції опор А, В і С.

Відповідь: RA = RB = 2,6 кН, RC = 3,35 кН.

[image: image318.png]
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Рис. до задачі 3.4                                Рис. до задачі 3.5
Задача 3.5. Щогла АВ утримується у вертикальному положенні за допомогою чотирьох симетрично розміщених відтяжок. Кут між кожними двома суміжними відтяжками дорівнює 
[image: image320.wmf]°
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. Визначити тиск щогли на землю, якщо натяг кожної із відтяжок дорівнює 1 кН, а вага щогли – 2 кН.

Відповідь: 4,83кН.
[image: image1526.png]


Задача 3.6. На горизонтальний вал, що знаходиться у підшипниках А і В, діють з одного боку вага тіла Q = 250 Н, яке прив’язане до шківа С радіусом 20 см за допомогою троса, а з іншого боку вага тіла Р = 1 кН, яке закріплене на стержні DЕ, з’єднаному з валом АВ під прямим кутом. Дано відстані: АС = 20 см, СD = 70 см, ВD = 10 см. У положенні рівноваги стержень DЕ відхилений від вертикалі на кут 
[image: image321.wmf]°

30

. Визначити відстань l центра ваги тіла Р від осі вала АВ і реакції підшипників А і В.

Відповідь: l = 10 см, ZA = 300 H, ZB = 950 H, XA = XB = 0.
[image: image1527.png]


Задача 3.7. Робітник утримує вантаж Q =800 Н за допомогою ворота, схематично зображеного на рисунку; радіус барабана R = 5 см; довжина рукоятки АК = 40 см, АС = СВ = 50 см. Визначити тиск Р на рукоятку і тиск осі ворота на опори А і В при такому положенні ворота, коли рукоятка АК горизонтальна; сила Р вертикальна.

Відповідь: Р = 100 Н, XA = 400 Н, ZA = –100 H, ХB = 400 H, ZB = 0.
Задача 3.8. За допомогою ворота, схематично зображеного на рисунку, утримується вантаж Q =1 кН, радіус барабана R = 5 см. Довжина рукоятки КD = 40см, АD = 30 см, АС = 40 см, СВ = 60 см. Мотузка сходить з барабана по дотичній, нахиленій до горизонту під кутом 
[image: image322.wmf]°
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. Визначити тиск Р на рукоятку і реакції опор А і В при такому положенні ворота, коли рукоятка КD горизонтальна.

Відповідь: Р = 125 Н, XA = – 300 Н, ZA = – 357 H, ХB = – 200 H, ZB=  – 384 Н.
[image: image323.png]
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Рис. до задачі 3.8                                           Рис. до задачі 3.9

Задача 3.9. Кришка прямокутного ящика АВСD підперта з одного боку паличкою DЕ. Вага кришки 120 Н; АD = АЕ, кут 
[image: image325.wmf]°
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. Визначити реакції шарнірів А і В, а також зусилля S у паличці, нехтуючи її вагою. 

Відповідь: XA = 17,3 Н, ZA = 30 H, ХB = 0, ZB = 60 Н, S = 34,5 H.
Задача 3.10. Однорідна прямокутна кришка вагою Р = 400 Н утримується напіввідкритою на 600 над горизонтом противагою Q. Визначити, нехтуючи тертям на блоці D, вагу Q і реакції шарнірів А і В, якщо блок D закріплений на одній вертикалі з А, AD = АC.
Відповідь: XВ = 0, ZВ = 200 H, ZА = 173 Н, ХА = 100 Н, Q = 104 H.
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Рис. до задачі 3.10                                     Рис. до задачі 3.11
Задача 3.11. Однорідна прямокутна кришка АВСD ящика може обертатись навколо горизонтальної осі АВ на петлях у точках А і В. Горизонтальна мотузка СЕ, паралельна Ах, утримує кришку під кутом DАх = 300. Визначити реакції в петлях, якщо вага кришки 20 Н.
Відповідь: XВ = 17,3 Н, ZВ = 10 H, ZА = 10 Н, ХА = 0.
МОДУЛЬ «КІНЕМАТИКА МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА ТВЕРДОГО ТІЛА»

Практичне заняття № 4
Тема: Складання рівняння руху матеріальної точки 

та визначення її траєкторії, швидкості й прискорення точки
Програмові питання

Завдання кінематики, основні її поняття та визначення. Способи задання руху матеріальної точки: натуральний, координатний та векторний. Складання рівняння руху точки та визначення її траєкторії.

Середня швидкість матеріальної точки за проміжок часу ∆ t. Вектор швидкості матеріальної точки в даний момент часу. Середнє прискорення точки за проміжок часу ∆ t. Вектор прискорення матеріальної точки в даний момент часу. Визначення швидкості та прискорення точки при координатному і натуральному способах задання її руху. 
Деякі поодинокі випадки руху точки: прямолінійний, рівномірний та рівнозмінний криволінійний, рівномірний та рівнозмінний прямолінійний.

Література
[1, л. 10, л. 11]; [2, §§1 – 6]; [4, §§42 – 49]; [5, §§36 – 45]; 

[6, §§8.1 – 8.7]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Кінематикою називається розділ механіки, який вивчає рухи матеріальних тіл без урахування їх мас і сил, що діють на них.

Для визначення положення рухомого тіла відносно іншого вводиться поняття системи відліку. Система відліку – це система координат, яка жорстко зв'язана з тілом, відносно до якого вивчається рух. Оскільки в природі не існує нерухомих тіл, а отже, і абсолютно нерухомих систем відліку, то в механіці часто за умовно нерухому систему відліку обирають систему координатних осей, зв'язану з Землею.

Геометричне місце положень рухомої точки в обраній системі відліку називається траєкторією цієї точки. За виглядом траєкторії руху точки поділяються на прямолінійні та криволінійні.

У процесі вивчення руху точки слід розрізняти два важливих поняття: пройдений шлях і відстань. Відстань – це довжина відрізка траєкторії, відрахованого від деякої нерухомої точки, яка обирається за початок відліку. Відстань – величина алгебраїчна, оскільки залежносто від положення точки відносно початку відліку і від обраного напрямку осі вона може бути як додатною, так і від'ємною.

Рухаючись, точка за певний проміжок часу проходить деякий шлях, який вимірюється вздовж траєкторії в напрямку руху. Шлях може тільки збільшуватись, тому є величиною додатною. Шлях збігається з абсолютним значенням відстані тільки тоді, коли рух точки починається від початку відліку і відбувається по траєкторії в одному напрямі.
Задати рух точки можна одним із трьох способів: натуральним, координатним або векторним.
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1. Натуральний спосіб. Цим способом користуються в тому випадку, коли траєкторія руху точки відома.

Спосіб задання руху точки у вигляді s = f(t) називається натуральним. 

Отже, при натуральному способі задання руху точки повинні бути відомі:
– траєкторія точки в обраній системі відліку;

– початок відліку на траєкторії і додатний напрямок відліку;

– закон руху точки вздовж траєкторії: s = f(t) (рис. 4.1).
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2. Координатний спосіб. Через те, що траєкторія руху точки відома далеко не завжди, на практиці частіше користуються координатним способом задання руху.

Положення точки  відносно до даної системи відліку Оxyz можна визначити її декартовими координатами х, у, z (рис. 4.2).
Під час руху точки М її координати будуть змінюватись з плином часу, тобто будуть деякими  функціями аргументу t:
x = f1(t), y = f2(t), z = f3(t).
Якщо весь час точка рухається в одній площині, то, обравши останню за площину Оху, рух точки можна визначити двома рівняннями руху:

х = f1(t), y = f2(t).
Якщо ж точка рухається прямолінійно, то траєкторію її руху (пряму) можна обрати за одну із координатних осей, наприклад, х. Рух точки в такому випадку буде описуватись одним рівнянням:
х = f(t).
Рівняння руху точки є одночасно і рівняннями її траєкторії.
3. Векторний спосіб. Положення точки в будь-який момент часу можна визначити за допомогою вектора 
[image: image328.wmf]r

, проведеного із деякої точки О в дану точку М (рис. 4.3).
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Вектор 
[image: image329.wmf]r

 називається радіусом-вектором точки М. Оскільки з часом модуль і напрямок вектора 
[image: image330.wmf]r

 змінюються, то він є  векторною функцією часу:
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Це рівняння називається рівнянням руху точки у векторній формі. 

Крива, яку описує кінець якого-небудь вектора за умови, що його початок знаходиться весь час в одній і тій же точці, називається годографом вектора. Отже, траєкторією точки М є годограф радіуса-вектора 
[image: image332.wmf]r

.
Зв'язок між векторним і координатним способами легко встановити, якщо ввести одиничні вектори (орти) осей 
[image: image333.wmf]і

, 
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, 
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, тобто такі вектори, які чисельно дорівнюють одиниці й напрямлені вздовж осей x, y, z (рис. 4.3). Обравши точку О за початок прямокутної системи координат і розклавши радіус-вектор на осях координат, маємо вираз для визначення положення точки М:
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Векторний спосіб задання руху достатньо зручний для встановлення загальних закономірностей. Він дозволяє описати рух точки одним рівнянням на відміну від координатного, де кількість рівнянь дорівнює трьом. Але при розв'язуванні конкретних задач, коли вимагається чисельний результат, зручнішими є координатний або натуральний способи.

Однією з важливих кінематичних характеристик руху точки є її швидкість, яка є мірою руху точки і характеризує стрімкість зміни її положення з часом. Швидкість – величина векторна.

Відношення вектора переміщення точки 
[image: image337.wmf]r

 

D

 до проміжку часу Δt назвемо середньою за модулем і напрямком швидкістю точки за цей проміжок часу Δt, тобто:
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Середня швидкість 
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  напрямлена вздовж переміщення точки в бік її руху.

Швидкістю точки в даний момент часу називається векторна величина 
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, до якої прямує швидкість 
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 з наближенням проміжку часу до нуля. А оскільки граничне значення відношення 
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 при ( t( 0 є не що інше, як перша похідна від вектора 
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 за аргументом t, то маємо:
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 EMBED Equation.3  [image: image345.wmf]dt
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Отже, вектор швидкості в даний момент часу дорівнює першій похідній від радіуса-вектора точки за часом.

Величина, яка характеризує стрімкість зміни швидкості точки з плином часу (як за модулем, так і за напрямком), називається прискоренням точки. Прискорення – величина векторна.
Відношення приросту вектора швидкості до проміжку часу ∆ t визначає вектор середнього прискорення точки за цей проміжок часу:
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Напрямок вектора 
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, як видно, збігається з напрямком 
[image: image348.wmf]v

D

.

Прискоренням точки в даний момент часу називається векторна величина 
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, до якої прямує середнє прискорення 
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 з наближенням проміжку часу Δt до нуля:
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Отже, вектор прискорення точки в даний момент часу дорівнює першій похідній від вектора швидкості або другій похідній від радіуса-вектора точки за часом. 

У загальному випадку вектор 
[image: image353.wmf]а

 лежить у стичній площині й напрямлений у бік угнутості кривої.

Визначення швидкості й прискорення точки при координатному способі задання її руху

Проекції вектора швидкості точки на осі координат дорівнюють першим похідним від відповідних координат точки за часом:
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Знайдемо модуль і напрямок вектора швидкості за формулами:
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Проекції вектора  прискорення точки на координатні осі дорівнюють першим похідним від проекцій вектора швидкості або другим похідним від відповідних координат точки за часом:
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Модуль і напрямок прискорення визначаються за формулами:
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Визначення швидкості й прискорення точки при натуральному способі задання її руху

Числова величина швидкості в даний момент часу дорівнює першій похідній від відстані (криволінійної координати) s точки за часом:
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Вектор швидкості напрямлений по дотичній до траєкторії точки, причому, якщо v > 0 , то в додатному напрямку відліку відстані, а якщо v < 0, то у від'ємному (рис. 4.4).

Прискорення при натуральному способі задання руху точки визначається через його проекції на осі натурального тригранника Мτnb: дотичну вісь Мτ, напрямлену по дотичній до траєкторії руху точки в бік додатного відліку відстані, та головну нормаль Мп, яка лежить у стичній площині й напрямлена в бік угнутості кривої.

Проекція вектора прискорення точки на дотичну вісь дорівнює першій похідній від числової величини швидкості або другій похідній від відстані (криволінійної координати) s за часом, а проекція вектора прискорення на головну нормаль дорівнює квадрату швидкості, поділеному на радіус кривизни траєкторії в даній точці кривої:
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Рис. 4.4
Повне прискорення визначимо як  геометричну  суму  складових  (рис. 4.4):
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Перший доданок у рівнянні називається дотичним прискоренням, а другий – нормальним. Вектор 
[image: image364.wmf]п
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 напрямлений завжди в бік угнутості кривої (величина 
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 завжди додатна), а 
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 може бути напрямлений або в  додатному, або у від'ємному напрямку осі Мτ, що залежить від знака проекції 
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. Оскільки вектор нормального прискорення 
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 напрямлений до центра кривизни траєкторії, то його ще називають доцентровим.
Розглянемо деякі поодинокі випадки руху матеріальної точки.

1.  Прямолінійний рух. Якщо траєкторією точки є пряма лінія, то ρ = ∞, тоді 
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, і повне прискорення точки дорівнює одному тільки дотичному прискоренню:
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2.  Рівномірний криволінійний рух. Рівномірним називається такий криволінійний рух точки, в якому числове значення швидкості весь час залишається сталим (v = const). Тоді 
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, і повне прискорення дорівнює одному тільки нормальному прискоренню:
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3. Рівномірний прямолінійний рух.  У цьому випадку an = aτ = 0, а отже, a = 0. Це єдиний рух, в якому прискорення точки весь час дорівнює нулю.
4. Рівнозмінний  криволінійний рух. Рівнозмінним називається такий криволінійний рух точки, в якому дотичне прискорення залишається весь час сталим: aτ = const.
Закон рівнозмінного криволінійного руху точки:
v = v0+aτt;
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Приклади розв’язання задач

[image: image1531.png]


Задача 1. Кут нахилу кривошипа ОD, що приводить у рух лінійку еліпсографа, змінюється за законом φ = 2t (φ – у радіанах, t – у секундах). OD = AD = DB = 0,2 м. Скласти рівняння руху точки М лінійки еліпсографа, якщо АМ = МD = 0,1 м, та знайти рівняння  траєкторії   цієї  точки (рис. 4.5).

Розв’язання
Оскільки точка М рухається в площині, то її положення визначається двома координатами xМ, yМ. Оберемо координатні осі, взявши за початок прямокутної системи координат нерухому точку О кривошипа. Далі визначимо координати точки М. Як видно з рисунка:
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Тому 
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Для визначення траєкторії руху точки М необхідно з рівнянь руху вилучити час t:
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Ці рівняння піднесемо до квадрату і додамо їх:
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Отже, траєкторією руху точки М є еліпс, напівосі якого дорівнюють 0,1 м та 0,3 м.

Задача 2. Рух матеріальної точки задано рівняннями х = 2t–4 і у = 2–3t (х, у – у метрах, t – у секундах). Знайти рівняння її траєкторії в координатній формі та вказати на рисунку напрямок руху (рис. 4.6).
Розв’язання
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Щоб знайти рівняння траєкторії точки, треба з двох рівнянь руху вилучити параметр t. Для цього перше рівняння домножимо на три, а друге на два і додамо їх:

3х = 6t – 12, 

2у = – 6t + 4.
Дістанемо 3х + 2у + 8 = 0 – це рівняння прямої.

Побудуємо цю пряму в координатах Оxy:

х = 0; у = – 4;

у = 0; х = – 8/3.

Для визначення початкового положення точки знайдемо її координати при t = 0. Підставляючи у рівняння руху точки t = 0, будемо мати х = – 4; у = 2; М0 (– 4; 2).

Оберемо наступний момент часу, наприклад, t=2c, дістанемо:


[image: image382.wmf]0

4

2

2

=

-

×

=

х

; 
[image: image383.wmf]4

2

3

2

-

=

×

-

=

у

; М1 (0; – 4).

Отже, напрямок руху точки зверху вниз, як показано на рисунку.

Задача 3. Знайти рівняння траєкторії точки і визначити закон її руху по траєкторії, відраховуючи відстань від початкового положення, що відповідає t = 0, якщо рівняння руху точки мають вигляд:
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 (х і у – у метрах, t – у секундах).

Розв’язання

Спочатку визначимо траєкторію точки, для чого перепишемо рівняння у вигляді:
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Кожне з цих рівнянь піднесемо до квадрату і додамо їх, дістанемо рівняння траєкторії у вигляді:
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Отже, траєкторією руху є коло радіусом R = 4 м з центром у точці (2; –1).

Для знаходження закону руху точки вздовж траєкторії визначимо спочатку диференціал дуги траєкторії:
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Оскільки 
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Отже, 
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Для визначення сталої інтегрування С враховуємо початкові умови руху точки: при t = 0, s = 0. Тоді С = 0.

Отже, закон руху точки має вигляд: s = 20t (м).

Задача 4. Точка рухається згідно з рівнянням 
[image: image394.wmf],
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[image: image395.wmf]2
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 (t – у секундах, x, y – у метрах). Визначити величину і напрямок швидкості й прискорення точки в момент часу t = 1 c.

Розв’язання

Визначимо проекції швидкості точки на осі координат x та y:

vx=
[image: image396.wmf]dt
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=3t2,    vy=
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=4t + 1.

Модуль швидкості: 
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У момент часу t = 1 c: v =
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Знаходимо напрямні косинуси :
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Визначимо проекції вектора прискорення точки на координатні осі x та y:

аx =[image: image409.wmf]dt
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Модуль прискорення: a =
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У момент часу t = 1 c: a
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Напрямні косинуси:

соs (
[image: image414.wmf]a
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Задача 5. Автомобіль, маючи початкову швидкість v0 = 36 км/год, пройшов s = 500 м у перші t = 20 c. Вважаючи рух автомобіля рівнозмінним, визначити швидкість і прискорення автомобіля в кінці 20 с, якщо рух автомобіля проходить по закругленню радіусом R = 800 м.

Розв’язання

Оскільки рух автомобіля рівнозмінний, застосуємо формулу:

s = v0 t +
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Звідси:
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Швидкість автомобіля через 20 с становить:

v = v0  +аτt = 10 + 1,5 ∙ 20 = 40 (м/с).

Визначимо доцентрове прискорення автомобіля:


[image: image424.wmf]2

800

1600

=

=

=

R

v

а

2

n

(м/с2).

Тоді повне прискорення в кінці 20 с дорівнює:

a =
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Питання для самоконтролю
1. Що вивчає кінематика? Які завдання вона вирішує?

2. Дати означення початковому моменту часу, даному моменту часу, проміжку часу.

3. Що називається траєкторією руху точки, системою відліку? Які бувають траєкторії?

4. Що таке відстань і пройдений шлях? Коли ці поняття збігаються?

5. Як задати рух точки натуральним способом?

6. Як задається рух точки векторним способом? Що таке годограф радіуса-вектора?

7. Координатний спосіб задання руху точки у випадках просторового, плоского та прямолінійного рухів.

8. Зв’язок векторного та координатного способів задання руху точки.

9. Що називається середньою швидкістю точки за проміжок часу ∆ t?

10. Дати означення швидкості точки в даний момент часу?

11. Який напрямок має вектор швидкості у даний момент часу?

12. Як визначається величина та напрямок швидкості при координатному способі задання руху точки?

13. Як визначається швидкість при натуральному способі задання руху точки? Який напрямок вона має?

14. Що називається середнім прискоренням точки за проміжок часу ∆ t?

15. Дати означення прискоренню точки в даний момент часу? Чому воно дорівнює?

16. Який напрямок має вектор прискорення в даний момент часу?

17. Як визначається прискорення точки при координатному способі задання її руху?

18. Як визначається прискорення при натуральному способі задання руху точки?

19. Який напрямок мають нормальне та дотичне прискорення?

20. Якими рівняннями описуються прямолінійний рух, рівно-змінні криволінійний та прямолінійний рухи? Як у них визначається прискорення?

Задачі для самостійного розв’язання

Задача 4.1. За даним рівнянням руху точки на довільно обраній траєкторії побудувати через рівні проміжки часу шість положень точки, визначити відстань s по траєкторії від початку відліку до кінцевого положення точки і пройдений нею шлях 
[image: image426.wmf]s

 за вказаний проміжок часу (s і 
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Відповідь: s = 10 см, 
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Відповідь: s = –0,25 см, 
[image: image433.wmf]s
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Відповідь: s = 0 см, 
[image: image436.wmf]s

= 20 см.

Задача 4.2. За даними рівняннями руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі й вказати на рисунку напрямок руху:
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Відповідь: напівпряма 2х + 3у – 2 = 0 з початком у точці х  = – 5, у = 4.

2) 
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Відповідь: права вітка параболи у = 2х2 з початковою точкою х = 0, у = 0.
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[image: image441.wmf]t

10

sin

5

x

=

, 
[image: image442.wmf]t

10

cos

3

y

=

.

Відповідь: еліпс 
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Відповідь: еліпс 
[image: image446.wmf]1
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 з початковою точкою х = 2, у = –1.

Задача 4.3. За заданими рівняннями руху точки знайти рівняння її траєкторії, а також вказати закон руху точки по цій траєкторії, відраховуючи відстань від початкового положення точки:
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Відповідь: напівпряма 4х – 3у = 0, s = 5t2.
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Відповідь: коло х2 + у2 = 9, s = 3t.
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Відповідь: відрізок прямої х + у – а = 0, 0 ≤ х ≤ а, 
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Відповідь: коло х2 + у2 = 25, s = 25t2.

Задача 4.4. Дані рівняння руху снаряда:
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де v0 – початкова швидкість снаряда; 
[image: image458.wmf]a

 – кут між 
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 і горизонтальною віссю х; 
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 – прискорення вільного падіння.

Знайти траєкторію руху снаряда, висоту Н, дальність L і час Т його польоту.

Відповідь: траєкторія – парабола 
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Задача 4.5. Кривошип ОА обертається зі сталою кутовою швидкістю 
[image: image465.wmf]с
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. Довжина ОА = АВ =   80 см. Знайти рівняння руху і траєкторію середньої точки М шатуна, а також рівняння руху повзуна В, якщо в початковий момент повзун знаходився в крайньому правому положенні, осі координат вказані на рисунку.

Відповідь:  1) хМ = 120 cos 10t, yM = 40 sin 10t ;
2) траєкторією точки М є еліпс 
[image: image466.wmf]1
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3) рівняння руху повзуна В: х = 160 cos 10t.
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Задача 4.6. Кривошип ОА обертається зі сталою кутовою швидкістю 
[image: image467.wmf]w

. Знайти швидкість середини М шатуна кривошипно-повзункового механізму і швидкість  повзуна В залежно від часу, якщо ОА = АВ = а.

Відповідь: 
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Задача 4.7. Рівняння руху пальця кривошипа дизеля в період пуску мають вигляд 
[image: image469.wmf]2
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 (х, у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити швидкість, дотичне і нормальне прискорення пальця.

Відповідь: v = 600t см/с, аτ = 600 см/с2, ап = 4800t2 см/с2.

Задача 4.8. Рух точки задано рівняннями:
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(х, у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити траєкторію точки, величину і напрямок швидкості, а також величину і напрямок прискорення.

Відповідь: коло радіусом 10 см, швидкість v = 4π см/с, напрямлена по дотичній у бік переходу від осі Ох до осі Оу з поворотом на 900, прискорення а = 1,6π2 см/с2, напрямлене до центра.

Задача 4.9. Рух точки задано рівняннями:

[image: image473.wmf]t
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(х, у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити величину, напрямок швидкості й прискорення точки в момент часу t = 1с.

Відповідь: 
[image: image475.wmf]см/с
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Задача 4.10. Потяг рухається рівносповільнено по дузі кола радіусом R = 800 м і проходить шлях s = 800 м, маючи початкову швидкість 
[image: image478.wmf]км/год
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[image: image479.wmf]км/год
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. Визначити повне прискорення на початку і в кінці дуги, а також час руху по цій дузі.

Відповідь: а0 = 0,308 см/с2, а = 0,129 м/с2, t = 80 c.
Задача 4.11. Потяг рухається із швидкістю 
[image: image480.wmf]км/год
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Відповідь: 50 с, 500 м.
Задача 4.12. Точка описує фігуру Ліссажу згідно рівнянь:
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(х, у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити величину і напрямок швидкості точки, коли вона знаходиться на осі Оу.

Відповідь: 1) v = 2 cм/c, cos (
[image: image484.wmf]v

,^x) = –1; 2) v = 2см/с, cos (
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Практичне заняття № 5
Тема: Поступальний та обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої осі

Програмові запитання

Завдання кінематики твердого тіла. Поступальний рух твердого тіла. Теорема про траєкторії швидкості та прискорення точок тіла в його поступальному русі.

Обертальний рух тіла навколо нерухомої осі. Кутова швидкість та кутове прискорення тіла. Лінійні швидкості та прискорення точок тіла в його обертальному русі.

Література
[1, л. 12]; [2, §§7 – 9]; [4, §§50 – 54]; [5, §§48 – 51]; 

[6, §§9.2 – 9.4]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Поступальним називається такий рух твердого тіла, в якому будь-яка пряма, проведена в цьому тілі, рухається паралельно сама собі.
Теорема про траєкторії, швидкості й прискорення в поступальному русі. У поступальному русі всі точки тіла описують однакові (такі, що при накладанні збігаються) траєкторії і мають у кожний момент часу однакові за модулем і напрямком швидкості та прискорення.

Обертальним називається такий рух твердого тіла, в якому які-небудь дві точки, взяті на тілі (або незмінно з ним зв'язані), залишаються весь час нерухомими.
Рівнянням обертального руху тіла:

φ = f(t).
де φ – кут повороту, рад.

Кутова швидкість у даний момент часу чисельно дорівнює першій похідній від кута повороту за часом, тобто показує, на який кут повертається тіло за одиницю часу:
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Якщо ω = соnst, то обертання тіла називається рівномірним. Закон рівномірного обертання: φ = φ0 + ωt. Якщо φо = 0, то φ = ωt. 

Кутове прискорення в даний момент часу t дорівнює першій похідній від кутової швидкості або другій похідній від кута повороту за часом:
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Якщо за час руху ε залишається сталою величиною, то такий рух називається рівнозмінним. Закон рівнозмінного обертання:
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Лінійна швидкість точки твердого тіла, яке обертається навколо осі, чисельно дорівнює добутку кутової швидкості тіла на відстань від цієї точки до осі обертання:

v = R ω.

Прискорення точки тіла, що обертається навколо осі, визначається через його складові: дотичне та нормальне:

a( = R((, an = R(2.

[image: image1535.png]g5



Дотичне прискорення 
[image: image490.wmf]t
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 напрямлене по дотичній до траєкторії руху точки в бік руху, якщо тіло обертається прискорено, і в зворотному напрямі, якщо воно обертається сповільнено. Нормальне прискорення 
[image: image491.wmf]n
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 завжди напрямлене по радіусу до осі обертання (рис. 5.1).

Повне прискорення точки А:
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Відхилення вектора повного прискорення від радіуса кола, яке описує точка, визначається кутом α, який обчислюється за формулою: 
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Через те що в даний момент часу ω і ε для всіх точок обертання тіла мають одне і те ж значення, то із формул випливає, що швидкості й прискорення всіх точок тіла, яке обертається навколо осі, пропорційні їх відстаням від осі обертання.
Приклади розв’язання задач

Задача 1. Зрушуючи з місця, трамвай рухається спочатку по прямолінійній ділянці шляху, збільшуючи свій шлях пропорційно квадрату часу s = kt2 (t – у секундах, s – у метрах). Протягом першої хвилини він пройшов шлях s = 600 м. Визначити швидкість і прискорення в момент часу t = 3 с.

Розв’язання

Звернемо увагу на те, що трамвай рухається поступально, тому досить вивчити рух будь-якої точки трамваю.

За умовою задачі закон руху точки описується рівністю: s = kt2.

Визначимо коефіцієнт k скориставшись тим, що протягом t = 1 хв = 60 с точка пройшла шлях s = 600 м:
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Отже, закон руху точки має вигляд: 
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Швидкість знайдемо за формулою: v =
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У момент часу t = 3 c: 
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Оскільки за умовою задачі рух відбувається по прямолінійній ділянці, то:

ап =
[image: image500.wmf]r
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Задача 2. Із моменту вимкнення електродвигуна його ротор, що обертався з частотою n = 1200 об/хв, зробив до зупинки N = 100 обертів. Скільки часу минуло з моменту вимкнення електродвигуна, якщо вважати обертання ротора рівносповільненим.

Розв’язання

Оскільки рух ротора рівносповільнений, то в цьому випадку застосуємо рівняння рівнозмінного обертального руху:

φ = ω0t +
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ω = ω0 + εt.                                   (2)
З іншого боку:
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Оскільки кінцева кутова швидкість 
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ε =
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Отже, 2πN = 
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Враховуючи, що 
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Задача 3. Обертання диска навколо нерухомої осі відбувається за рівнянням 
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 (φ – у радіанах, t – у секундах). Визначити кутову швидкість ω та кутове прискорення ε диска в момент часу t = 2 c.

Розв’язання

Визначимо кутову швидкість диска:
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При t = 2 c: ω = 10t–10 = 10·2–10 = 10 (c–1).
Визначимо кутове прискорення диска:
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Питання для самоконтролю

1. Дати означення поступальному руху твердого тіла. Навести приклади.

2. Сформувати теорему про траєкторії, швидкості та прискорення точок тіла у його поступальному русі.

3. Дати означення обертальному руху твердого тіла навколо нерухомої осі. Навести приклади.

4. Яким рівнянням описується обертальний рух тіла?

5. Що характеризує кутова швидкість тіла?

6. Дати означення середній кутовій швидкості та кутовій швидкості в даний момент часу.

7. Чому дорівнює кутова швидкість тіла в даний момент часу? Одиниці її вимірювання.

8. Що характеризує кутове прискорення тіла?

9. Дати означення середньому кутовому прискоренню тіла та кутовому прискоренню в даний момент часу.

10. Чому дорівнює кутове прискорення тіла в даний момент часу? Одиниці вимірювання.

11. Записати рівняння рівномірного та рівнозмінного обертальних рухів.

12. Як визначаються за величиною та напрямком лінійні швидкості точок тіла, що здійснює обертальний рух?

13. Як визначаються прискорення точок тіла, що обертається навколо нерухомої осі?

14. Який напрямок мають дотичне і нормальне прискорення.

Задачі для самостійного розв’язання

Задача 5.1. Визначити кутову швидкість: 1) секундної стрілки годинника; 2) хвилинної стрілки годинника; 3) годинної стрілки годинника; 4) обертання Землі навколо осі, вважаючи, що Земля робить один оберт за 24 години; 5) парової турбіни Лаваля, що робить 15000 об/хв.

Відповідь: 1)
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Задача 5.2. Написати рівняння обертання диска парової турбіни при пуску в хід, якщо відомо, що кут повороту пропорційний кубу часу і при t = 3 с кутова швидкість диска дорівнювала 
[image: image518.wmf]рад/с
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Відповідь: φ = πt3 рад.
Задача 5.3. Маятник відцентрового регулятора обертається навколо вертикальної осі АВ і робить 120 об/хв. У початковий момент кут повороту дорівнює 
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. Знайти кут повороту і кутове переміщення маятника за час t = 0,5 с.

Відповідь: 
[image: image520.wmf]рад
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Задача 5.4. Тіло, починаючи обертатися рівноприскорено із стану спокою, робить 3600 обертів у перші 2 хвилини. Визначити кутове прискорення.

Відповідь: ε = π 
[image: image521.wmf]2
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Задача 5.5. Вал починає обертатися рівноприскорено із стану спокою; у перші 5 с він здійснює 12,5 обертів. Яка його кутова швидкість по проходженні 5 с?

Відповідь: ω = 10π 
[image: image522.wmf]с
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Задача 5.6. Махове колесо починає обертатися зі стану спокою рівноприскорено; через 10 хв після початку руху воно має кутову швидкість 
[image: image523.wmf]c

/

рад

4

p

. Скільки обертів зробило колесо за ці 10 хв?

Відповідь: N = 600 обертів.

Задача 5.7. Із моменту вимкнення мотора пропелер літака, який обертався з кутовою швидкістю 
[image: image524.wmf]рад/c
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, зробив до зупинки 80 обертів. Скільки часу пройшло з моменту вимкнення мотора до зупинки, якщо вважати обертання пропелера рівносповільненим?
Відповідь: 8 с.
Задача 5.8. Визначити швидкість v і прискорення а точки, що знаходиться на поверхні Землі в Санкт-Петербурзі, беручи до уваги тільки обертання Землі навколо своєї осі; широта Санкт-Петербурга 
[image: image525.wmf]°
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, радіус Землі 6370 км.

Відповідь: v = 232 м/с, а = 0,0169 м/с2.
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Задача 5.9. Вал радіусом R = 10 см приводиться в обертання гирею Р, підвішеною до нього на нитці. Рух гирі визначається рівнянням 
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, де х – відстань від місця сходження нитки з поверхні вала, виражена в сантиметрах, t – час у секундах. Визначити кутову швидкість ω і кутове прискорення ε вала, а також повне прискорення а точки на поверхні вала в момент часу t.

Відповідь: ω = 20t 
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Задача 5.10. Махове колесо радіусом R = 0,5 м обертається рівномірно навколо своєї осі; швидкість точок, що лежать на його ободі, дорівнює 2 м/с. Скільки обертів за хвилину робить колесо?
Відповідь: п = 38,2 об/хв.
Практичне заняття № 6
Тема: Плоскопаралельний рух твердого тіла. Складний рух точки та тіла

Програмові питання

Плоскопаралельний рух твердого тіла, рівняння руху. Визначення швидкості та прискорення точок плоскої фігури. Миттьовий центр швидкостей і прискорень.

Складний рух точки. Абсолютний, відносний і переносний рухи. Визначення швидкості й прискорення точки в складному русі. Прискорення Коріоліса. Складний рух твердого тіла. Додавання поступальних рухів. Додавання обертальних рухів навколо двох паралельних та перетинних осей.

Література
[1, л. 13, л. 14, л. 15]; [2, §§10 – 17]; [4, §§59 – 65]; [5, §§52 – 59];

 [6, §§10.1 – 10.6, 12.1 – 13.3]; [3].
Короткі теоретичні відомості
Плоскопаралельний рух твердого тіла. Плоскопаралельним рухом або плоским рухом твердого тіла називається такий рух, в якому всі його точки переміщаються паралельно деякій нерухомій площині. Такий рух спостерігається в багатьох механізмах і машинах, наприклад, рух шатуна в кривошипно-повзунковому механізмі, рух колеса, яке котиться  по прямолінійній ділянці. Обертальний рух тіла можна розглядати частковим випадком плоскопаралельного руху.

[image: image1537.png]


Вивчаючи плоскопаралельний рух твердого тіла, достатньо розглянути рух його плоского перерізу. Оскільки положення плоскої фігури на площині визначається положенням двох її точок або положенням відрізка, який з'єднує дві точки цієї фігури, то рух плоскої фігури в її площині можна вважати рухом прямолінійного відрізка АВ у цій площині (рис. 6.1). 

У свою чергу положення відрізка АВ можна визначити через координати хА, уА точки А і кутом φ, який він утворює з віссю х. Довільно обрана точка А для визначення положення фігури називається полюсом.
Оскільки координати хА, yА і кут φ будуть змінюватися з часом, то для визначення положення тіла в будь-який момент часу треба знати залежності: 

xа = f1(t), уА = f2(t), φ = f3(t).

[image: image1538.png]


Ці рівняння називаються рівняннями плоскопаралельного руху тіла.

Швидкість будь-якої точки М тіла у його плоскопаралельному русі дорівнює геометричній сумі швидкості будь-якої іншої точки А, обраної за полюс, і швидкості точки М в її обертальному русі  разом  з  тілом  навколо  цього полюса  (див. рис. 6.2):
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Величина швидкості 
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 обчислюється за формулою:

vMA = ω АМ.

Вектор 
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 напрямлений перпендикулярно до АМ.
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Прискорення будь-якої точки М тіла у його плоскопаралельному русі дорівнює геометричній сумі прискорення якої-небудь іншої точки, обраної за полюс, і прискорення точки М в її обертальному русі разом із тілом навколо цього полюса (рис. 6.3):
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Скориставшись формулами для обертального руху, маємо:
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При розв’язанні задач зручною є заміна вектора 
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 його дотичною 
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[image: image538.wmf]t

МА

а

= АМ·ε, 
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Вектор 
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напрямлений перпендикулярно відрізку АМ у бік обертання, коли воно прискорене, і в протилежний бік, коли воно сповільнене. Вектор 
[image: image541.wmf]п
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а

 напрямлений завжди вздовж відрізка АМ, причому від точки М до полюса А (рис. 6.3). 

Тоді дістанемо рівняння:
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Миттьовим центром швидкостей фігури в плоскопаралельному русі називається така її точка, абсолютна швидкість якої в даний момент часу дорівнює нулю.
Якщо, наприклад, у даний момент часу миттьовий центр швидкостей знаходиться в точці С (рис. 6.4), то швидкості будь-яких інших точок А і В будуть перпендикулярні до прямих, які з'єднують ці точки з точкою С, і напрямлені в бік їх обертання, а їх модулі:


[image: image543.wmf]А
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Отже, швидкість точки плоскої фігури дорівнює її обертальній швидкості навколо миттьового центра швидкостей С. Із рівності також виходить, що
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,
тобто швидкості точок тіла пропорційні їх відстаням до митьового центра швидкостей. 

Складний рух точки. До цього часу ми розглядали рух тіла відносно однієї системи відліку. Але в механіці часто доводиться досліджувати рух точки або тіла відносно двох систем відліку. При цьому одна з них вважається умовно нерухомою, а друга рухається якимось чином щодо першої. Такий рух точки або тіла називається складним.

Рух точки М відносно рухомої системи координат називається відносним. У цьому випадку ми умовно зупиняємо рухому систему відліку. Траєкторія, яку описує точка М у відносному русі, називається відносною траєкторією. Швидкість руху при цьому називається відносною швидкістю і позначається 
[image: image546.wmf]від

v

, прискорення – відносним прискоренням і позначається 
[image: image547.wmf]від

а

.
Рух рухомої системи відліку разом з точкою М відносно нерухомої системи називається для точки М переносним. Швидкість тієї незмінно зв’язаної з рухомими осями точки, з якого в даний момент часу збігається точка М, називається переносною швидкістю точки М у цей момент часу і позначається 
[image: image548.wmf]пер

v

, а прискорення цієї точки – переносним прискоренням точки М і позначається 
[image: image549.wmf]пер
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.

Рух точки в рухомій системі координат відносно нерухомої системи називаються абсолютним або складним. Траєкторія цього руху називається абсолютною траєкторією, швидкість – абсолютною швидкістю  і позначається 
[image: image550.wmf]абс

v

, прискорення – абсолютним прискоренням і позначається 
[image: image551.wmf]абс
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.
Абсолютна швидкість матеріальної точки у складному русі дорівнює  геометричній сумі її переносної і відносної швидкостей:
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Вектори 
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, 
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 і 
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 напрямлені по дотичних, проведених до відповідних траєкторій.
Абсолютне прискорення точки в складному русі дорівнює геометричній сумі трьох прискорень: відносного, яке характеризує зміну відносної швидкості точки у відносному русі; переносного, яке характеризує зміну переносної швидкості точки в переносному русі, і прискорення Коріоліса, яке характеризує зміну відносної швидкості точки в переносному русі й переносної швидкості точки у відносному русі.
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Це твердження виражає теорему Коріоліса.

Величина 
[image: image559.wmf]кор
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 називається поворотним, або коріолісовим, прискоренням точки і характеризує зміну вектора відносної швидкості 
[image: image560.wmf]від
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 у переносному русі й вектора переносної швидкості 
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 у відносному русі:
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Приклади розв’язання задач
Задача 1. Знайти рівняння руху шатуна стругального верстата, якщо кривошип обертається рівномірно: r – довжина кривошипа, L – довжина шатуна, ω0 – кутова швидкість кривошипа (рис. 6.5).

Розв’язання

[image: image1541.png]


Шатун АВ=L виконує плоскопаралельний рух. Знайти рівняння його руху – означає визначити координати руху точки-полюса А (хА, уА), а також кут повороту точки В навколо полюса А, тобто φ = f(t). Як видно з ∆ OAD, xА = OD = r cos α, yA = AD = r sin α. Оскільки кривошип ОА = r обертається рівномірно, то кут α дорівнює α = ω0t.
Отже, рівняння руху шатуна: xА =r cos ω0t, yA = r sin ω0t.
Далі визначимо sin φ:

sin φ=
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Звідки:

φ = arcsin (
[image: image565.wmf]L

r

sin ω0t).
[image: image1542.png]


Задача 2. Колесо трактора радіусом R = 0,8 м котиться без ковзання по прямолінійній ділянці шляху, причому швидкість його центра О дорівнює v0 = 4 м/с. Визначити швидкість кінців вертикального і горизонтального діаметрів колеса та кутову швидкість колеса.

Розв’язання

За умовою задачі колесо трактора котиться без ковзання, тому швидкість у точці дотикання колеса до площини дорівнює нулю. Тому точка D є миттьовим центром швидкостей колеса (рис. 6.6). Знаючи швидкість точки О, визначимо кутову швидкість колеса:

ω =
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Використовуючи властивості миттьового центра швидкостей, визначаємо модулі швидкостей точок А, В та С колеса:
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Вектори швидкостей точок А, В і С перпендикулярні до прямих, які сполучають ці точки з миттьовим центром швидкостей.
[image: image1543.png]


Задача 3. У гідравлічній турбіні вода з напрямного апарата попадає в робоче колесо, що обертається, лопатки якого поставлені з запобіжною метою проти входу води з ударом так, щоб відносна швидкість 
[image: image570.wmf]від

v

 дотикалась до лопатки. Знайти відносну швидкість частинки води на зовнішньому ободі колеса (у момент входу), якщо її абсолютна швидкість при вході 
[image: image571.wmf]aбс

v

= 15 м/с, кут між абсолютною швидкістю і радіусом α = 600, радіус входу R = 2 м, частота обертання колеса n = 30 об/хв (рис. 6.7).

Розв’язання

Для визначення відносної швидкості частинки води М на зовнішньому ободі колеса скористаємося тим, що відносна швидкість 
[image: image572.wmf]від
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 – це вектор, який дорівнює геометричній сумі двох векторів: вектора абсолютної швидкості 
[image: image573.wmf]aбс
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 і вектора, що дорівнює за величиною переносній швидкості 
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, але протилежного їй за напрямком:
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Знайдемо спочатку переносну швидкість 
[image: image576.wmf]пeр
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. Переносним рухом частинки води М є обертальний рух колеса навколо осі О з кутовою швидкістю:


[image: image577.wmf]30

0

3

30

n

 

×

=

=

p

p

w

= π (с-1).

Отже, переносна швидкість точки М дорівнює: 
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Вона напрямлена перпендикулярно до радіуса ОМ у бік обертання. Відклавши в протилежну сторону вектор –
[image: image579.wmf]пер

v

, за правилом паралелограма додамо швидкості 
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 і –
[image: image581.wmf]пeр
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. Відносна швидкість точки М напрямлена по діагоналі побудованого на цих векторах паралелограма.

Модуль її визначається за формулою:
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Задача 4. Вертикальний підйом гелікоптера проходить згідно рівнянням z = 0,25t2, де t виражено в секундах, z – у метрах. При цьому рівняння обертання гвинта має вигляд: φ = 3t2, де t – у секундах, φ – у радіанах. Визначити абсолютну швидкість та прискорення точки гвинта, розташованої на відстані R = 0,5 м від вертикальної осі обертання, в кінці 5 секунди.

Розв’язання

[image: image1544.png]


Зв’яжемо рухому систему відліку з корпусом гелікоптера, а нерухому – із Землею. Абсолютний рух точки гвинта є складним. Він складається з руху гвинта, який обертається навколо вертикальної осі, й руху у вертикальному напрямку разом з корпусом гелікоптера. Обертання гвинта навколо його осі є відносним рухом. Переносним рухом є поступальний рух корпуса гелікоптера вертикально вгору.

Застосуємо теорему про додавання швидкостей у складному русі (рис. 6.8, а):
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Переносна швидкість точки М гвинта дорівнює швидкості тієї точки корпуса, яка збігається в даний момент часу з точкою гвинта. У поступальному русі корпуса швидкості всіх його точок однакові. Їх модуль визначиться з рівняння його поступального руху вертикально вгору z = 0,25t2:

vпер = z/ =(0,25t2) / = 0,5t.

При t = 5 с: vпер = 0,5·5 = 2,5 м/с.

Для визначення відносної швидкості точки знаходимо кутову швидкість гвинта:

ωвід = φ/ = (3t2) / = 6t.

При t = 5 с: ωвід = 6·5 = 30 рад/с.

Лінійна відносна швидкість точки визначається із формули:

vвід = Rωвід = 0,5·30 = 15 (м/с).
Оскільки переносна та відносна швидкості взаємно перпендикулярні, то абсолютна швидкість точки буде діагоналлю прямокутника, побудованого на цих швидкостях. Її модуль дорівнює:
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Для  визначення  прискорення застосуємо теорему Каріоліса (рис. 6.8, б):
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Зазначимо, що оскільки переносний рух є поступальним, то:
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Тоді:
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Переносне прискорення точки М гвинта дорівнює прискоренню тієї точки корпуса, яка збігається в даний момент з точкою гвинта.

Прискорення всіх точок корпуса однакові й визначаються:

апер = v/пер = (0,5t) / = 0,5 м/с2.

Відносне прискорення точки М гвинта визначається як:
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де 
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 – нормальне прискорення у відносному русі; 
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 – дотичне прискорення у відносному русі.
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Оскільки 
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Вектори 
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 взаємно перпендикулярні, тому абсолютне прискорення зображається діагоналлю прямокутного паралелепіпеда (див. рис. 35, б). Його модуль:
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Питання для самоконтролю

1. Який рух називається плоскопаралельним? Навести приклади.

2. Рівняння плоскопаралельного руху.

3. Розкладання руху плоскої фігури на поступальний (переносний) і обертальний (відносний).

4. Як визначаються швидкості та прискорення точок тіла у плоскопаралельному русі?

5. Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла на пряму, що їх з’єднує.

6. Миттьовий центр швидкостей і способи його визначення в різних випадках.

7. Як визначити швидкості точок плоскої фігури, знаючи положення миттьового центра швидкостей?

8. Миттьовий центр прискорень та його визначення. 

9. Який рух точки або тіла називається складним? Навести приклади.

10. Дати означення абсолютному, відносному та переносному рухам. Навести приклади.

11. Сформулювати теорему про додавання швидкостей у складному русі. Довести її.

12. Сформулювати та довести теорему про додавання прискорень у складному русі (теорему Коріоліса).

13. Як визначається величина і напрямок прискорення Коріоліса?

14. В яких випадках прискорення Коріоліса дорівнює нулю?

Задачі для самостійного розв’язання
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Задача 6.1. Колесо котиться по похилій площині, яка утворює кут 
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 із горизонтом. Центр О колеса рухається за законом 
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, де х – вісь, напрямлена паралельно похилій площині. До центра О колеса підвішений стержень ОА = 36 см, який коливається навколо горизонтальної осі О, перпендикулярної площині рисунка, за законом 
[image: image602.wmf]рад
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. Визначити швидкість кінця А стержня АО в момент часу t = 1 с.
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Відповідь: v = 2,8 см/с і напрямлена паралельно похилій площині вниз.
Задача 6.2. Стержень АВ довжиною 1м рухається, спираючись весь час своїми кінцями на дві взаємно перпендикулярні прямі Ох і Оу. Визначити координати х і у миттьового центра швидкостей у той момент, коли кут 
[image: image603.wmf]°
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Відповідь: х = 0,866 м, у = 0,5 м.
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Задача 6.3. Стержень АВ довжиною 0,5 м рухається в площині рисунка. Швидкість 
[image: image604.wmf]A

v

 (
[image: image605.wmf]A

v

= 2 м/с) утворює кут 
[image: image606.wmf]°

45

 з віссю х , суміщеною зі стержнем. Швидкість 
[image: image607.wmf]В

v

 точки В утворює кут 
[image: image608.wmf]°

60

 з віссю х. Визначити модуль швидкості точки В і кутову швидкість стержня.

Відповідь: vB = 2,82 м/с, ω = 2,06 рад/с.
[image: image609.png]
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Рис. до задачі 6.4
Рис. до задачі 6.5

Задача 6.4. Визначити швидкість повзуна В нецентрального кривошипно-повзункового механізму при двох горизонтальних і двох вертикальних положеннях кривошипа, якщо обертання навколо вала О відбувається з кутовою швидкістю 
[image: image611.wmf]рад/с

1,5

=

w

, ОА = 40 см, АВ = 200 см, ОС = 20 см.

Відповідь: v1 =v3 = 6,03 см/с, v2 = v4 = 60 см/с.
Задача 6.5. Вантаж К, зв’язаний за допомогою нерозтяжної нитки з котушкою L, опускається вертикально вниз за законом 
[image: image612.wmf].
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 При цьому котушка L котиться без ковзання по нерухомій горизонтальній рейці. Визначити швидкість точок С, А, В, О і Е котушки в момент часу t = 1с у положенні, показаному на рисунку, а також  кутову    швидкість    котушки,  якщо  
[image: image613.wmf]OE
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,  а ОD = 2ОС = 0,2 м.

Відповідь: vC = 0, vA = 6 м/с, vB = 4 м/с, vO = 2 м/с, vE = 4,46 м/с, ω = 20 рад/с.
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Задача 6.6. Визначити абсолютну швидкість якої-небудь точки М спарника АВ, який з’єднує кривошипи ОА і 
[image: image614.wmf]B
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 осей 
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і 
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O

, якщо радіуси коліс однакові: R = 1 м; радіуси кривошипів: ОА =
[image: image617.wmf]B
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= 0,5 м. Швидкість екіпажу 
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. Швидкість точки М визначити для чотирьох моментів часу, коли кривошипи ОА і 
[image: image619.wmf]B
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 або вертикальні, або горизонтальні. Колеса котяться по рейках без ковзання.

Відповідь: v1 = 10 м/с, v2 = 30 м/с, v3 = v4 = 22,36 м/с.
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Задача 6.7. Колеса А і В вагона, який рухається зі швидкістю 
[image: image620.wmf]v

 по прямолінійній рейці, котяться без ковзання. Радіуси коліс дорівнюють 
[image: image621.wmf]r

, а відстань між осями d. Визначити швидкість центра колеса А відносно системи координат, незмінно зв’язаної з колесом В. 

Відповідь: 
[image: image622.wmf]r
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, перпендикулярна до АВ і напрямлена вниз.

Задача 6.8. Визначити абсолютне прискорення якої-небудь точки М спарника АВ, який з'єднує кривошипи осей О і 
[image: image623.wmf]1
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, якщо екіпаж рухається по прямолінійній ділянці шляху рівномірно зі швидкістю 
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. Радіуси коліс R = 1 м, радіуси кривошипів 
[image: image625.wmf]м
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 (див. рисунок до задачі 6.6).

Відповідь: а = 75 м/с2.
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Задача 6.9. Автомобіль на прямолінійній ділянці шляху рухається з прискоренням 
[image: image626.wmf]2
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. На поздовжній вал насаджено маховичок радіусом R = 0,25 м, який має в даний момент кутову швидкість 
[image: image627.wmf]рад/с
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 і кутове прискорення 
[image: image628.wmf]2
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. Визначити абсолютне прискорення точок обода маховичка в даний момент часу.

Відповідь: а = 4,58 м/с2.
Задача 6.10. Струмінь води тече по горизонтальній трубці ОА, яка рівномірно обертається навколо вертикальної осі з кутовою швидкістю, що дорівнює 2π рад/с. Визначити коріолісове прискорення акор у цій точці струменю, де відносна швидкість 
[image: image629.wmf]від

v

 (vвід = 21/11 м/с) напрямлена вздовж АО. Обрати для π приблизне значення π = 22/7.
Відповідь: акор = 24 м/с2.
МОДУЛЬ «ДИНАМІКА МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ»

Практичне заняття № 7
Тема: Розв’язання першої (прямої) та другої (оберненої) задач динаміки матеріальної точки

Програмові питання

Завдання динаміки, основні її поняття та визначення. Закони динаміки. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в координатній, натуральній та векторній формах. Дві задачі динаміки матеріальної точки. Розв’язання першої задачі.

Сутність другої задачі динаміки матеріальної точки. Послідовність розв’язання другої задачі динаміки. Розв’язання другої задачі динаміки точки в її прямолінійному та криволінійному рухах.

Література
[1, л. 26, л.27]; [4, §§66 – 72]; [5, §§73 – 82]; [6, §§14.1 – 15.4]; 

[6, §§14.1 – 15.4]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Динамікою називається розділ механіки, в якому рух матеріальних тіл вивчається з урахуванням сил, що діють на них.

У кінематиці розглядаються три способи задання руху точки: векторний, координатний і натуральний. У зв’язку з цим, базуючись на другому законі динаміки, виводяться диференціальні рівняння руху матеріальної точки в трьох формах: векторній, координатній та натуральній.

Рівняння у векторній формі. Із кінематики відомо, що рівняння руху точки у векторній формі має вигляд:
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 – радіус-вектор, який визначає положення точки в будь-який момент часу.

Прискорення точки дорівнює:


[image: image632.wmf].

dt

r

d

a

2

2

=


Підставляючи це значення у формулу для визначення сили, маємо:
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Ця рівність називається диференціальним рівнянням руху матеріальної точки у векторній формі. Якщо на точку діє декілька сил, то:
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Рівняння в координатній формі. Рух точки в прямокутних декартових координатах задається рівняннями:
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Знайдемо рівняння, які пов’язують координати x, y, z цієї точки і силу (або сили), що діє на неї. Ці рівняння дає другий закон динаміки.

Розглянемо матеріальну точку, яка рухається під дією сил 
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 відносно інерціальної системи відліку Oxyz. Проектуючи обидві частини рівності 
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 на осі x, y, z і враховуючи, що 
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або, позначаючи другі похідні за часом двома штрихами, маємо:
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Це і є диференціальні рівняння руху точки в прямокутних декартових координатах.

Оскільки діючі на точку сили можуть залежати від часу t, від координат x, y, z і від швидкості, тобто vx = x', vy = y', vz = z', то в загальному випадку права частина кожного рівняння може бути функцією всіх цих змінних, тобто, t, x, y, z, x', y', z' одночасно. 

Рівняння в натуральній формі. Для того щоб дістати ці рівняння, спроектуємо обидві частини рівності 
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 на осі натурального тригранника Мτnb, тобто на дотичну Мτ до траєкторії точки, головну нормаль Мn, напрямлену в бік угнутості траєкторії, і бінормаль Мb. Тоді, враховуючи, що:
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дістаємо:
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Ці рівняння, де 
[image: image648.wmf]dt
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, є диференціальними рівняннями руху точки в натуральній формі.

На основі диференціальних рівнянь руху матеріальної точки можна розв’язати такі основні задачі її динаміки:

1) перша задача (пряма): визначення величини і напрямку сили, яка діє на точку, знаючи масу точки і закон її руху;

2) друга задача (обернена, основна): знаходження закону руху точки, якщо відомі маса точки і сили, що діють на неї.

Розглянемо загальну методику розв’язання першої задачі динаміки точки. Воно здійснюється у такій послідовності:

1) диференціювання двічі за часом функцій, які виражають кінематичний закон руху точки;

2) підставлення результатів диференціювання у відповідні диференціальні рівняння й отримання з них значень проекцій сил;

3) визначення модуля сили і косинусів кутів, які визначають напрямок сили (за формулами, відомими із векторної алгебри).

Розв’язання другої задачі зводиться до інтегрування диференціальних рівнянь руху матеріальної точки за заданими початковими умовами і виконується в такій послідовності: 

1) складання диференціальних рівнянь руху точки, виходячи з умови задачі;

2) знаходження загальних розв’язків складених рівнянь;

3) визначення значень сталих інтегрування за заданими початковими умовами руху точки;

4) отримання кінематичних рівнянь, які виражають закон руху точки, шляхом підставлення сталих інтегрування в загальні розв’язки.

При складанні диференціальних рівнянь руху матеріальної точки в координатній формі слід обрати систему координат Oxyz (початок її, як правило, суміщають з початковим положенням точки), зобразити на рисунку точку в довільному положенні так, щоб її координати і проекції швидкості були додатними. Далі необхідно зобразити силу (сили), які діють на точку в даний момент часу. Після цього скласти диференціальні рівняння руху точки в проекціях на осі обраної системи координат. При цьому змінні сили повинні бути подані в рівняннях в явному вигляді як функції відповідних аргументів. 

Нагадаємо, що диференціальні рівняння руху точки, на яку діє  сила, що залежить від часу, положення точки і її швидкості, мають вигляд:
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z

,

y

,

x

,

z

,

y

,

x

,

t

(

F

dt

y

d

m

y

2

2

¢

¢

¢

=



[image: image651.wmf]),

z

,

y

,

x

,

z

,

y

,

x

,

t

(

F

dt

z

d

m

z

2

2

¢

¢

¢

=


де [image: image652.wmf].
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Отже, отримання кінематичних рівнянь x = x(t), y = y(t), z = z(t), які виражають закон руху точки, зводиться до інтегрування цих диференціальних рівнянь. Щоб задача динаміки була визначеною, необхідно, крім сили, що діє на точку, задати початкові умови руху точки. Це значить для деякого моменту часу t = t0 задати значення функцій і їх похідних. Початкові умови записуються у вигляді: 
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Відзначимо, що початкові умови руху матеріальної точки містяться в самій постановці задачі динаміки і мають певний механічний зміст. Введенням початкової швидкості враховується вплив всіх раніше діючих на точку сил та подальший її рух.

Приклади розв’язання задач

Задача 1. Матеріальна точка m = 1 кг здійснює рух згідно з рівнянням: x =2t2 + 3, y = t3 + 1, z = t2 – 2, причому координати точки виражені у метрах, час – у секундах. Визначити величину та напрямок сили, яка діє на точку в момент часу t = 1 c.
Розв’язання

Визначимо проекції вектора швидкості точки на осі координат:
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Тепер визначимо проекції вектора прискорення точки на осі координат:
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У момент часу t = 1 c маємо ах = 4 м/с2, ау = 6 м/с2, аz = 2 м/с2.

Тепер визначимо проекції сили на координатні осі:

Fx = max = 1·4 = 4 (H), Fy = may = 1·6=6 (H), Fz = maz = 1·2= 2 (H).

Знайдемо величину та напрямок сили: 
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Задача 2. Кулька, маса якої m = 0,1 кг падає під дією сили ваги і при цьому зазнає опір повітря. Рух кульки виражається рівнянням: 
[image: image670.wmf])
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, де х – у метрах, t – у секундах, вісь Oх напрямлена по вертикалі вниз. Визначити силу опору повітря R, та виразити її як функцію швидкості кульки.

Розв’язання

З умови задачі відомо, що кулька рухається вздовж однієї осі Oх під дією сил 
[image: image671.wmf]Р

 і 
[image: image672.wmf]R

 (рис. 7.1). Запишемо диференціальне рівняння руху матеріальної точки в проекції на вісь Oх: 
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Отже, для визначення сили опору повітря R, треба знати проекцію вектора прискорення 
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Підставимо в рівняння 
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Виразимо силу опору як функцію швидкості:
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Задача 3. Тіло масою m = 3 кг починає рух із стану спокою вздовж гладенької горизонтальної площини під дією сили 
[image: image683.wmf]F

, значення якої збільшується за законом F = 2t. Знайти закон руху тіла і шлях, який пройде це тіло за 3 с?

Розв’язання

Оберемо початок відліку в точці О і напрямимо вісь Оx у бік руху тіла (рис. 7.2). Зобразимо на рисунку всі сили, які діють на тіло:
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. Складемо диференціальне рівняння руху тіла в проекції на вісь х:
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Домножимо ліву і праву частину рівності на dt:
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Проінтегруємо це рівняння:
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Сталу С1 визначимо з початкових умов: при t = 0, x = 0, vx = 0.

Підставляючи у рівняння (1) початкові умови, знайдемо, що С1 = 0.

Виразимо в рівнянні (1) vx через 
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Помноживши ліву і праву частини рівності на dt і проінтегрувавши, маємо:

mdx = t2dt  або 
[image: image694.wmf].
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Підстановка початкових умов дає С2 = 0.

Тоді закон руху тіла: 
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Оскільки тіло рухається по горизонтальній площині, то шлях s у момент часу t = 3 c визначиться:
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Задача 4. Автомобіль піднімається по шорсткій похилій площині, яка утворює кут α = 300 з горизонтом. У початковий момент швидкість автомобіля дорівнювала v0 = 20 м/с, коефіцієнт тертя f = 0,2. Який шлях пройде автомобіль до зупинки? За який час автомобіль пройде цей шлях?

Розв’язання
[image: image1553.png]


Напрямимо вісь x вздовж похилої площини вгору (рис. 7.3). Візьмемо за початок відліку на осі x початкове положення автомобіля. Початкова швидкість 
[image: image697.wmf]0
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 напрямлена вздовж осі x вгору. Тоді початкові умови руху мають вигляд: при t = 0: x = 0, х/ = v0.

Зобразимо на рисунку всі сили, які діють на автомобіль 
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[image: image700.wmf]тр

F

.
Запишемо диференціальне рівняння руху автомобіля в проекції на вісь x:
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Знаючи, що Fтр = fN, а 
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, рівняння (1) перепишемо у вигляді: 
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Домножимо ліву і праву частини рівності на dt і проінтегруємо:
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Використовуючи початкові умови (при t = 0 v = v0), знаходимо сталу С1:
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Тоді рівняння (3) запишемо у вигляді:
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Із диференціального рівняння (4) визначаємо закон руху автомобіля. Помноживши на dt і проінтегрувавши рівність, маємо: 
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Сталу інтегрування С2 знаходимо із початкових умов: при t = 0: x = 0, тому C2 = 0.

Рівняння руху автомобіля буде мати вигляд: 
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Із рівняння (4) знайдемо час до повної зупинки автомобіля. Оскільки 
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Шлях, який пройде автомобіль до зупинки, знаходимо із формули (5): 
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Задача 5. Стрілок стріляє в ціль, що знаходиться від нього по горизонталі на відстані 60 м, і при цьому тримає рушницю так, що ціль знаходиться на продовженні лінії дула. На скільки нижче від цілі влучить куля, якщо її швидкість дорівнює 600 м/с? Опором повітря знехтувати.

Розв’язання
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Оскільки опором повітря нехтуємо, то на кулю діє тільки сила ваги 
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 (рис. 7.4).

Складемо диференціальні рівняння руху кулі в проекціях на координатні осі x і y:

т
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Початкові умови такі: при t = 0: x0 = 0, y0 = 0, v0x = 600 м/с, v0y = 0.
Проінтегруємо диференціальні рівняння незалежно одне від одного:
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Підставляючи початкові умови, маємо: C1 = 600;
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Із початкових умов С2 = 0, тоді х = 600t.
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Підставляємо початкові умови руху кулі, маємо С3 = 0, звідки:
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Із початкових умов С4  =0, тоді 
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Маючи рівняння руху кулі: 
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, визначимо траєкторію її польоту.
Оскільки 
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Отже, траєкторією кулі є парабола. А тепер знайдемо, на скільки куля влучить нижче від цілі:

при x = 60м: 
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(

0,05

720000

3600

9,8

м

y

-

=

×

-

=


Питання для самоконтролю
1. Що вивчає динаміка? Які її завдання?

2. Сформулювати перший закон динаміки. Яка система відліку називається інерціальною?

3. Сформулювати другий (основний) закон динаміки? В якій системі відліку він справедливий?

4. Сутність третього закону динаміки.

5. Сформулювати принцип незалежності дії сил.

6. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в трьох формах: векторній, координатній і натуральній.

7. Дві задачі динаміки матеріальної точки. Сутність першої задачі.

8. Послідовність розв’язання першої задачі динаміки точки.

9. У чому полягає сутність другої (оберненої) задачі динаміки?

10. Яка послідовність розв’язання цієї задачі?

11. Як задаються початкові умови руху точки? Який зміст вони мають?

12. Як визначити сталі інтегрування в загальних розв’язках диференціальних рівнянь руху точки?

13. Розв’язання другої задачі динаміки у прямолінійному русі точки.

14. Розв’язання другої задачі динаміки у криволінійному русі точки.

Задачі для самостійного розв’язання

Задача 7.1. Поршень двигуна внутрішнього згорання здійснює горизонтальні коливання відповідно до закону 
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, де r – довжина кривошипа, l – довжина шатуна, 
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 – стала за величиною кутова швидкість вала. Визначити найбільше значення сили, що діє на поршень, якщо маса останнього М.

Відповідь: 
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Задача 7.2. Тіло масою 2,04 кг здійснює коливальний рух уздовж горизонтальної прямої згідно з законом 
[image: image740.wmf]м
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. Знайти залежність сили, що діє на тіло, від координати х, а також найбільшу величину цієї сили.

Відповідь: F = –5,033х Н, Fmax = 50,33 Н.
Задача 7.3. Рух матеріальної точки масою 0,2 кг виражається рівняннями 
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t  cм (t – у секундах). Визначити проекції сили, що діє на точку, залежно від її координат.

Відповідь: Fх = – 0,0789х Н, Fу = – 0,0197у Н.
Задача 7.4. У вагоні потяга, який йде спочатку по прямолінійному шляху, а потім по закругленому зі швидкістю 20 м/с, відбувається зважування деякого вантажу на пружинних вагах; ваги в першому випадку показують 50 Н, а на закругленні 51 Н. Визначити радіус закруглення шляху.

Відповідь: 203 м.
Задача 7.5. Автомобіль масою 1000 кг рухається по випуклому мосту зі швидкістю 
[image: image743.wmf]м/с
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. Визначити силу тиску автомобіля на міст у момент проходження його через середину моста.

Відповідь: 7800 Н.
Задача 7.6. Маса кузова трамвайного вагона 10000 кг. Маса платформи з колесами 1000 кг. Визначити силу найбільшого і найменшого тиску вагона на рейки горизонтального прямолінійного відрізку шляху, якщо на ходу кузов на ресорах здійснює вертикальні гармонійні коливання за законом 
[image: image745.wmf]м
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Відповідь: Nmax = 12,78·104H, Nmіп = 8,78·104 H.
Задача 7.7. Сито рудозбагачувального грохоту здійснює вертикальні гармонійні коливання з амплітудою а = 5 см. Знайти найменшу частоту k коливань сита, при якій грудки руди, що лежать на ньому, будуть відокремлюватися від нього і підкидатися вгору.

Відповідь: 
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Задача 7.8. Важка точка піднімається по негладенькій похилій площині, яка утворює кут 
[image: image747.wmf]°
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 з горизонтом. У початковий момент швидкість точки дорівнювала 
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. Коефіцієнт тертя f = 0,1. Який шлях пройде точка до зупинки? За який час точка пройде цей шлях? 

Відповідь: s = 19,57 м, t = 2,61 с.

Задача 7.9. Тіло масою m у результаті поштовху пройшло по негладенькій горизонтальній площині за 5 с відстань s = 24,5 м і зупинилося. Визначити коефіцієнт тертя f .

Відповідь: f = 0,2.

Задача 7.10. Камінь падає в шахту без початкової швидкості. Звук від удару каменю об дно шахти почутий через 6,5  с від моменту початку його падіння. Швидкість звуку дорівнює 330м/с. Знайти глибину шахти.

Відповідь: h = 175 м.

Задача 7.11. За який час і на якій відстані може бути зупинений вагон трамваю, що йде по горизонтальному шляху зі швидкістю 10м/с, якщо опір руху, що розвивається при гальмуванні, становить 0,3 ваги вагона.

Відповідь: t = 3,4 с, s = 17 м.

[image: image1555.png]wWooa7



Задача 7.12. Літак А летить на висоті 4000 м над землею з горизонтальною швидкістю 140 м/с. На якій відстані х, що вимірюється по горизонтальній прямій від даної точки В, повинен бути скинутий з літака без початкової відносної швидкості який-небудь вантаж для того, щоб він впав у цю точку? Опором повітря знехтувати.

Відповідь: х = 4000 м.

Задача7.13. Знайти найбільшу швидкість падіння кулі масою 10 кг і радіусом 
[image: image749.wmf]см
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, беручи до уваги, що опір повітря дорівнює 
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, де 
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 – швидкість руху, 
[image: image752.wmf]σ

 – площа проекції тіла на площину, перпендикулярну напрямку його руху, і k – чисельний коефіцієнт, що залежить від форми тіла і має значення для кулі 
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Відповідь: vmax = 142,5 м/с.
Задача7.14. Літак летить горизонтально. Опір повітря пропорційний квадрату швидкості й дорівнює 0,5 Н при швидкості 1 м/с. Сила тяги стала, дорівнює 30760 Н і утворює кут 
[image: image754.wmf]°
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 з напрямком польоту. Визначити найбільшу швидкість літака.

Відповідь: vmax = 246 м/с.
Практичне заняття № 8 
Тема: Прямолінійні коливання матеріальної точки 

Програмові питання

Диференціальне рівняння вільних коливань матеріальної точки при відсутності опору, його загальні розв’язки (у двох виглядах). Амплітуда, фаза і період коливань. Вплив сталої сили на вільні коливання точки. Статичне відхилення.

Диференціальне рівняння вимушених коливань матеріальної точки, його загальний розв’язок. Явище резонансу.

Література
[1, л. 27]; [4, §§74 – 76]; [5, §§94 – 96]; [6, §§16.1 – 16.4]; [3].

Короткі теоретичні відомості

[image: image1556.png]


Вільні коливання точки. Розглянемо точку M, яка рухається прямолінійно під дією однієї тільки поновлюючої сили 
[image: image755.wmf]F

, напрямленої до нерухомого центра O і пропорційної відстані від його центра. Проекція сили 
[image: image756.wmf]F

 на вісь Ox буде (рис. 8.1): 
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Сила 
[image: image758.wmf]F

 намагається повернути точку в положення рівноваги О, де F = 0, тому і назва «поновлююча» сила. Прикладом такої сили є сила пружності. 

Знайдемо закон руху точки M. Складемо диференціальне рівняння руху в проекції на вісь х, дістанемо:
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Розділивши обидві частини рівняння на m і ввівши позначення
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маємо:
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Це рівняння є диференціальним рівнянням вільних коливань при відсутності опору. 

Загальний розв'язок цього рівняння має вигляд:
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де С1 і С2 – сталі інтегрування. 

Якщо замість сталих С1 і С2 ввести сталі А і α, такі, що 
[image: image764.wmf]a
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, то дістанемо:

x = A(sin kt cos α + cos kt sin α)
або
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Це другий вигляд розв’язання диференціального рівняння, де сталі інтегрування А і α. Ним зручніше користуватись для загальних досліджень.

Швидкість точки в цьому русі:
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Коливання, здійснювані за цим законом, називаються гармонійними коливаннями точки.

Всім характеристикам цього руху можна дати наочну кінематичну інтерпретацію.

Величина A, яка дорівнює найбільшому відхиленню точки M від центра О, називається амплітудою коливань. Величина φ = kt + α називається фазою коливань. Величина α визначає фазу початку коливань (початкова фаза).

Величина k називається круговою частотою коливань.

Проміжок часу T (або τ), за який точка здійснює одне повне коливання, називається періодом коливань. Після проходження періоду фаза змінюється на 2π. Отже, повинно бути kТ = 2π, звідки період:
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Величина 
[image: image769.wmf]u

, обернена періоду, яка визначає кількість коливань за 1с, називається частотою коливань:
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Величина k відрізняється від 
[image: image771.wmf]u

 на сталий множник 2π. Далі ми будемо частотою коливань називати величину k. 

Вимушені коливання точки. Явище резонансу. Розглянемо випадок коливань, які виникають тоді, коли на точку, крім поновлюючої сили 
[image: image772.wmf]F

, діє ще сила 
[image: image773.wmf]Q

, яка змінюється з часом і проекція якої на вісь х дорівнює:

Qx=Q0sin pt.
Ця сила називається збуджуючою, а коливання, що здійснюються під дією такої сили, називаються вимушеними. Величина р називається частотою збуджуючої сили. 

Диференціальним рівнянням вимушених коливань точки при відсутності опору є:
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де 
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Загальний розв'язок рівняння має вигляд:
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де А і α – сталі інтегрування, які визначаються за початковими умовами.

[image: image1557.png]


Цей розв'язок показує, що коливання в цьому випадку складаються з: 1) коливань із амплітудою А (яка залежить від початкових умов) і частотою k, які називаються власними коливаннями; 2) коливань із амплітудою B (яка не залежить  від  початкових умов)  і  частотою p, які називаються вимушеними коливаннями.

Резонанс. У випадку коли p = k, тобто частота збуджуючої сили дорівнює частоті власних коливань, має місце явище, яке називається резонансом. Можна довести, що амплітуда вимушених коливань при резонансі буде з часом необмежено зростати (рис. 8.2).

Приклади розв’язання задач

Задача 1. До вільного кінця А пружного горизонтального стержня, другий кінець В якого закріплений нерухомо, підвішений вантаж М вагою Р = 40 Н. Пружна сила стержня пропорційна стрілі прогину f. Статична стріла прогину стержня fст = 0,04 м. Визначити рівняння вантажу і період його коливань. Стержень прогинається на 0,01 м під дією сили 10 Н.

Розв’язання

На вантаж М, який розглянемо як матеріальну точку, діють сила ваги 
[image: image778.wmf]Р

 та сила пружності 
[image: image779.wmf]F

 (рис. 8.3).

Нехай М0 – початкове положення вантажу, при якому стержень не має прогину. Вісь Оx напрямимо вздовж вертикальної прямої, по якій рухається вантаж. Початок координат О оберемо в положенні статичної рівноваги так, що 
[image: image780.wmf]ст
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де с – коефіцієнт пружності.
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У довільному положенні М вантажу 
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Складемо диференціальне рівняння руху вантажу:
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звідки враховуючи, що P = сfст, дістанемо:
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Це лінійне однорідне диференціальне рівняння другого порядку має загальний розв’язок: 
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Сталі С1 і С2 визначаємо з початкових умов: при t = 0: x0 = – fст, 
[image: image788.wmf]0
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. Дістанемо: С1 = – fст, С2 = 0.

Тоді закон коливального руху вантажу буде:
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або, враховуючи, що fст = 0,04 м, с = 10 Н/м, 
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, рівняння руху вантажу набуде вигляду:
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Період коливань: 
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Задача 2. Тіло масою m = 2 кг, підвішене на пружині, відхиляють вниз із положення рівноваги x0 = 0,04 м і відпускають, надаючи йому швидкість 
[image: image793.wmf]м/с
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, напрямлену вгору. Відомо, що сила F = 12 Н збільшує довжину пружини на 0,03 м. Знайти основні характеристики і кінематичний закон руху тіла.
Розв’язання

Очевидно, що тіло здійснює вільні гармонійні прямолінійні коливання. Тоді закон його руху має вигляд:
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Знайдемо характеристики руху тіла: A – амплітуду, T – період, k – кругову частоту, 
[image: image795.wmf]a

 – початкову фазу коливань.

Знаючи, що 
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 (де с — коефіцієнт жорсткості пружини), визначимо с:
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Тоді: 
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Кінематичний закон руху тіла: 
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Задача 3. Тверде тіло масою m = 0,4 кг підвішене на пружині, верхній кінець якої здійснює гармонійні коливання вздовж вертикальної прямої за законом 
[image: image804.wmf]pt
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, при цьому a = 0,02 м, р = 7 с–1. Під дією сили, яка дорівнює 0,4 Н, пружина видовжується на 0,01 м. Визначити закон вимушених коливань тіла.

Розв’язання

[image: image1559.png]


Тіло розглянемо як матеріальну точку. Координатну вісь напрямимо вздовж прямої руху матеріальної точки вертикально вниз (рис. 8.4). Початок координат розмістимо в положенні статичної рівноваги матеріальної точки. Зобразимо сили, які діють на матеріальну точку: силу пружності пружини 
[image: image805.wmf]F

 і збуджуючу силу 
[image: image806.wmf]Р

 (Рх = сх. = с аsin pt).

Складемо диференціальне рівняння руху матеріальної точки в проекції на вісь Ох:
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Позначимо 
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, тоді рівняння (1) набуде вигляду:
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З урахуванням початкових умов: 
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тоді k = 10 c-1, 
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Оскільки 
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, амплітуда вимушених коливань:
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Тоді закон руху тіла має вигляд:
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Питання для самоконтролю

1.  Вивести диференціальне рівняння вільних коливань точки. Його загальні розв’язки в двох виглядах.

2.  Дати кінематичну інтерпретацію всім характеристикам вільних коливань точки.

3.  Що називається амплітудою коливань, фазою, початковою фазою, круговою частотою, частотою та періодом коливань?

4.  Як визначаються сталі інтегрування А та α?

5.  Як впливає стала сила на характер вільних коливань точки?

6.  Коли виникають вимушені коливання матеріальної точки?

7.  Записати диференціальне рівняння вимушених коливань точки та його загальний розв’язок.

8.  Дати пояснення явищу резонансу.

Задачі для самостійного розв’язання

[image: image1560.jpg]


Задача 8.1. При рівномірному опусканні вантажу масою М = 2 т зі швидкістю 
[image: image816.wmf]м/с
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 відбулася несподівана затримка верхнього кінця троса, на якому опускався вантаж, через защемлення троса в обоймі блока. Нехтуючи масою троса, визначити його найбільший натяг при наступних коливаннях вантажу, якщо коефіцієнт жорсткості троса 4·106 Н/м.
Відповідь: 466,8 кН.
Задача 8.2. До пружини жорсткістю с = 2 кН/м спочатку підвісили вантаж масою 6 кг, а потім замінили його вантажем удвічі більшої маси. Визначити частоти і періоди коливань вантажів.

Відповідь: k1 = 18,26 рад/с, k2 = 12,9 рад/с, Т1 = 0,344 с, Т2 = 0,49 с.
Задача 8.3. Вантаж масою 
[image: image817.wmf]кг
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, підвішений до пружини, коефіцієнт жорсткості якої с = 98 Н/м, перебуває в рівновазі. У деякий момент до вантажу 
[image: image818.wmf]1

m

 додали вантаж 
[image: image819.wmf]кг
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. Визначити рівняння руху і період коливань двох вантажів.

Відповідь: х0 = – 0,08cos5,916t м, Т = 1,062 с.

Задача 8.4. Вантаж підвісили спочатку до пружини жорсткістю 
[image: image820.wmf]кН/м
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, а потім до пружини жорсткістю 
[image: image821.wmf]кН/м
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. Знайти відношення частот і періодів коливань вантажу в цих двох випадках.

Відповідь: 
[image: image822.wmf]0,707
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Задача 8.5. Визначити період вільних коливань фундаменту машини, поставленого на пружний ґрунт, якщо маса фундаменту з машиною М = 90 т, площа підошви фундаменту 
[image: image824.wmf]2
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, коефіцієнт жорсткості ґрунту 
[image: image825.wmf]S
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, де 
[image: image826.wmf]3
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 – питома жорсткість ґрунту.

Відповідь: Т = 0,089 с.

Задача 8.6. Знайти період вільних вертикальних коливань корабля на спокійній воді, якщо маса корабля М = т, площа його горизонтальної проекції S = м2. Щільність води 
[image: image827.wmf]3
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. Силами, обумовленими в'язкістю води, знехтувати.

Відповідь: 
[image: image828.wmf]gS
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Задача 8.7. Тіло масою m перебуває на похилій площині, яка утворює кут 
[image: image829.wmf]a

 з вертикаллю. До тіла прикріплена пружина, жорсткість якої с. Пружина паралельна похилій площині. Знайти рівняння руху тіла, якщо в початковий момент воно було прикріплене до кінця нерозтягнутої пружини і йому була надана початкова швидкість 
[image: image830.wmf]0

v

, напрямлена вниз по похилій площині. Початок координат взяти в положенні статичної рівноваги.

Відповідь: 
[image: image831.wmf]kt
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, де 
[image: image832.wmf].
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Задача 8.8. До однієї і тієї ж пружини підвісили спочатку вантаж вагою р, а іншого разу вантаж вагою 3р. Визначити, у скільки разів зміниться період коливань. Знаючи коефіцієнт жорсткості пружини с, а також початкові умови (вантажі підвішувалися до кінця нерозтягнутої пружини і опускалися без початкової швидкості), знайти рівняння руху вантажів.

Відповідь: 
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Практичне заняття № 9
Тема: Теореми про зміну кількості руху матеріальної точки та механічної системи. Теореми про зміну моменту кількості руху матеріальної точки та системи

Програмові питання

Кількість руху матеріальної точки. Імпульс сили. Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в диференціальній та інтегральній формах. Обчислення кількості руху системи. Теорема про зміну кількості руху системи. 

Момент кількості руху точки відносно центра і осі. Головний момент кількості руху системи. Теореми про зміну моменту кількості руху матеріальної точки та системи.

Література
[1, л. 30]; [4, §§83 – 88, 90 – 95]; [5, §§83 – 85, 110 – 112, 115 – 117]; [6, §§17.1 – 17.3, 21.4, 21.7 – 21.8]; [3].
Короткі теоретичні відомості

Кількістю руху матеріальної точки називається векторна величина 
[image: image836.wmf]v

m

, яка дорівнює добутку маси точки на її швидкість. Цей вектор 
[image: image837.wmf]v

m

 напрямлений так само, як і швидкість точки, тобто по дотичній   до   її   траєкторії.   Одиниця    вимірювання    в   системі   СІ – 1 кг ∙ м/с = 1 Н ∙ с.
Для характеристики дії сили на тіло за деякий проміжок часу вводиться поняття імпульсу сили.

Елементарним імпульсом сили називається векторна величина 
[image: image838.wmf]S

d

, яка дорівнює добутку сили 
[image: image839.wmf]F

 на елементарний проміжок часу dt:
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Елементарний імпульс напрямлений вздовж лінії дії сили.

Імпульс 
[image: image841.wmf]S

 будь-якої сили 
[image: image842.wmf]F

 за кінцевий проміжок часу 
[image: image843.wmf]1
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 дорівнює:
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 EMBED Equation.3  [image: image845.wmf]ò
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Отже, імпульс сили за деякий кінцевий проміжок часу 
[image: image846.wmf]1

t

 дорівнює визначеному інтегралу від елементарного імпульсу, взятому від нуля до 
[image: image847.wmf]1
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Зокрема, якщо 
[image: image848.wmf]F

– величина стала (
[image: image849.wmf]F

= const), то:
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Рівняння, що виражає теорему про зміну кількості руху в диференціальній формі: 
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Похідна від кількості руху матеріальної точки за часом дорівнює геометричній сумі всіх сил, що діють на точку. 

Рівняння, що виражає теорему про зміну кількості руху точки в кінцевому вигляді: 
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Зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу дорівнює сумі імпульсів всіх сил, що діють на точку, за той же проміжок часу.

При розв'язанні задач замість векторного рівняння часто користуються рівняннями в проекціях:
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Кількістю руху системи будемо називати векторну величину 
[image: image854.wmf]Q

, яка дорівнює геометричній сумі (головному вектору) кількості руху всіх точок системи:
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Кількість руху системи дорівнює добутку маси всієї системи на швидкість її центра мас:


[image: image856.wmf].
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Рівняння, що виражає теорему про зміну кількості руху системи в диференціальній формі: 
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Похідна за часом від кількості руху системи дорівнює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, що діють на систему.
У проекціях на координатні осі маємо:
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Рівняння, що виражає теорему про зміну кількості руху системи в інтегральній формі: 
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Зміна кількості руху системи за деякий проміжок часу дорівнює сумі імпульсів всіх зовнішніх сил, що діють на систему, за той же проміжок часу.
У проекціях на координатні осі будемо мати:
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 EMBED Equation.3  [image: image863.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image864.wmf].
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Із теореми про зміну кількості руху системи можна зробити висновки:

1. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю:


[image: image865.wmf],
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тоді 
[image: image866.wmf]Q

= const. 

2. Якщо зовнішні сили, що діють на систему, такі, що сума їх проекцій на яку-небудь вісь (наприклад,  Oх) дорівнює нулю: 
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тоді Qx = const. 

Ці результати і виражають закон збереження кількості руху системи. 

Моментом кількості руху точки відносно деякого центра О називається векторна величина 
[image: image868.wmf])
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, яка визначається рівністю:
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де 
[image: image870.wmf]r

 – радіус-вектор точки, проведений із центра О.

Момент 
[image: image871.wmf])
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 напрямлений перпендикулярно площині, яка проходить через 
[image: image872.wmf]v

m

 і центр   О,   а 
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   (рис. 9.1).

Момент кількості руху точки відносно якої-небудь осі Oz, яка проходить через центр О, буде дорівнювати проекції вектора 
[image: image874.wmf])
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 на цю вісь:
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 EMBED Equation.3  [image: image876.wmf](
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де γ – кут між вектором 
[image: image877.wmf])
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 і віссю Oz.

Теорема моментів для матеріальної точки відносно центра: похідна за часом від моменту кількості руху точки, взятого відносно якого-небудь нерухомого центра, дорівнює моменту сили, що діє на точку, відносно того ж центра:


[image: image878.wmf](

)

[

]

(

)

.

F

m

v

m

m

dt

d

0

0

=


Якщо спроектувати обидві частини останнього рівняння на яку-небудь вісь Oz, яка проходить через центр О, то дістанемо:


[image: image879.wmf](

)

(

)

(

)

.

F

m

v

m

m

dt

d

z

z

=


Це рівняння виражає теорему моментів відносно осі.

Головним моментом кількості руху (або кінетичним моментом) системи відносно центра О називається величина 
[image: image880.wmf]0

K

, яка дорівнює геометричній сумі моментів кількості руху всіх точок системи відносно цього центра:


[image: image881.wmf](

)

å

=

.

v

m

m

K

k

k

0

0


Кінетичний момент тіла, яке обертається, відносно осі обертання дорівнює добутку моменту інерції тіла  відносно цієї осі на кутову швидкість тіла:
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Теорема моментів для механічної системи: похідна за часом від головного моменту кількості руху системи відносно деякого нерухомого центра дорівнює сумі моментів всіх зовнішніх сил системи відносно цього ж центра:
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Проектуючи обидві частини рівності на нерухомі осі Oxyz, дістанемо:
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Приклади розв’язання задач

[image: image1563.png]


Задача 1. Тіло вагою Р = 100 Н рухається поступально вгору по негладенькій похилій площині, що утворює з горизонтом кут α = 300, під дією сили 
[image: image887.wmf]F

, яка утворює з площиною кут β = 450. Чому має дорівнювати модуль сили F для того, щоб через час t = 10 с після початку руху, швидкість тіла дорівнювала v = 4 м/с? Коефіцієнт тертя ковзання f = 0,2 (рис. 9.2).

Розв’язання

Тіло, яке рухається поступально, розглядаємо як матеріальну точку С, в якій зосереджена вся маса тіла. На неї діють такі сили: сила ваги тіла 
[image: image888.wmf]P

, нормальна реакція 
[image: image889.wmf]N

 площини, рушійна сила 
[image: image890.wmf]F

 та сила тертя 
[image: image891.wmf]mр

F

 (рис. 9.2).

Вісь х напрямимо вздовж прямої, по якій рухається точка С. 

Згідно з теоремою про зміну кількості руху точки:
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Оскільки сили, що діють на точку, сталі за величинами, то:
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Для визначення нормальної реакції площини спроектуємо всі сили на вісь y:
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За умовою задачі v0х = 0, v1х = v. 

Підставимо визначені значення сил у рівняння (1), будемо мати:
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Розв’яжемо це рівняння з метою визначення сили F:
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З останнього рівняння маємо:
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Задача 2. Граната, яка летить зі швидкістю v = 20 м/с, розірвалась у повітрі на два осколки масами m1 = 6 кг і m2 = 4 кг. Швидкість більшого осколка збільшилась у напрямку руху до v1 = 40 м/с. Знайти швидкість і напрямок руху меншого осколка.

Розв’язання

Частини гранати будемо розглядати як систему матеріальних точок. Напрямимо вісь х у бік руху гранати і запишемо рівняння, що виражає закон збереження кількості руху системи, в проекції на цю вісь:
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де 
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 – маса всієї гранати.

З цього співвідношення знаходимо швидкість меншого осколка:
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Знак «мінус» вказує на те, що менший осколок полетить у напрямку, протилежному руху гранати.

Задача 3. При обертанні барабана 1 масою m1 і радіусом r1 навколо нерухомої осі z на його бокову поверхню намотується нитка, яка рухає вантаж 2 масою m2, що ковзає по нерухомій горизонтальній площині (рис. 9.3). Обчислити головний момент кількості руху системи відносно осі z залежно від кутової швидкості ω, а також кутове прискорення барабана, якщо до нього прикладений обертальний момент mоб, а коефіцієнт тертя ковзання вантажу об площину дорівнює f. Барабан вважати однорідним круглим диском. Масою нитки нехтуємо. Вісь z напрямлена перпендикулярно до площини рисунка.

Розв’язання
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До складу системи входять два твердих тіла: барабан і вантаж. Тому


[image: image905.wmf]2

z

z1

z

К

К

К

+

=

,

де 
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 – головний момент кількості руху барабана, а 
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 – головний момент кількості руху вантажу відносно нерухомої осі z.

Знайдемо 
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 – осьовий момент інерції барабана.
Головний момент кількості руху вантажу, який рухається поступально, визначається як момент кількості руху матеріальної точки. Тобто 
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Тоді головний момент кількості руху системи відносно осі z:
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Зобразимо всі зовнішні сили і момент системи: 
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– сила ваги барабана, 
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 – сила ваги вантажу, 
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 – складові реакції осі барабана, 
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 – нормальна реакція площини, 
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 – сила тертя ковзання та 
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– обертальний момент (рис. 9.3).

Застосуємо теорему про зміну головного моменту кількості руху системи відносно осі z.
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Враховуючи, що 
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 прикладені в точці, яка лежить на осі z, маємо:
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Визначаємо: 
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Підставляючи попередні результати в рівняння (2) і розв’язуючи відносно ω', отримаємо кутове прискорення:
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Питання для самоконтролю
1. Що називається кількістю руху матеріальної точки? Одиниці її вимірювання.

2. Дати означення елементарному імпульсу сили.

3. Чому дорівнює імпульс сили за кінцевий проміжок часу? Коли 
[image: image932.wmf]F

= const?

4. Сформулювати та довести теорему про зміну кількості руху матеріальної точки.

5. Що називається кількістю руху системи ?

6. Вивести формулу визначення кількості руху системи.

7. Сформулювати і довести теорему про зміну кількості руху системи.

8. Викласти закон збереження кількості руху системи.

9. Дати означення моменту кількості руху точки відносно центра та осі.

10. Сформулювати і довести теорему про зміну моменту кількості руху точки відносно центра та осі.

11. Як визначається кінетичний момент системи відносно центра та осі?

12. Сформулювати та довести теорему про зміну кінетичного моменту системи.

Задачі для самостійного розв’язання

Задача 9.1. Залізничний потяг рухається по горизонтальній і прямолінійній ділянці шляху. У процесі гальмування розвивається сила опору, що дорівнює 0,1 ваги потяга. У момент початку гальмування швидкість потяга дорівнює 20 м/с. Визначити час гальмування і гальмівний шлях.

Відповідь: 20,4 с, 204 м.

Задача 9.2. По шорсткій похилій площині, яка утворює з горизонтом кут 
[image: image933.wmf]°

=

30

a

, спускається важке тіло без початкової швидкості. Визначити, протягом якого часу Т тіло пройде шлях довжиною l = 39,2 м, якщо коефіцієнт тертя f = 0,2.

Відповідь: Т = 5 с.

Задача 9.3. Яким повинен бути коефіцієнт тертя f коліс загальмованого автомобіля, якщо при швидкості руху 
[image: image934.wmf]м/с
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 він зупиняється через 6 c після початку гальмування.

Відповідь: f = 0,34.

Задача 9.4. Куля масою 20 г вилітає із дула рушниці зі швидкістю 
[image: image935.wmf]м/с

v

650

=

, пробігаючи канал дула за час t = 0,00095 с. Визначити середню швидкість тиску газів, які виштовхують кулю, якщо площа перерізу каналу 
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Відповідь: 91,2 Н/мм2.
[image: image1565.png]


Задача 9.5. Знайти імпульс рівнодійної всіх сил, які діють на снаряд за час, коли він з початкового положення О переходить у найвище положення М. Дано: 
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; маса снаряду – 100 кг.
Відповідь: проекції імпульсу рівнодійної: Sx = – 5000 Н·с,         Sy = – 43300 Н·с.

Задача 9.6. Граната масою 12 кг, яка летіла зі швидкістю 15 м/с, розірвалася у повітрі на дві частини. Швидкість осколка масою 8 кг зросла в напрямку руху до 25 м/с. Визначити швидкість іншого осколка.

Відповідь: 5 м/с, в напрямку, протилежному руху першого осколка.
Задача 9.7. Однорідний круглий диск масою М = 50 кг і радіусом R = 30 см котиться без ковзання по горизонтальній площині, виконуючи 60 об/хв навколо своєї осі. Обчислити головний момент кількості руху диска відносно осей: 1) яка проходити через центр диска перпендикулярно площині руху; 2) відносно миттьової осі.

Відповідь: 1) 14,1 кг·м2/с, 2) 42,3 кг·м2/с.
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Задача 9.8. Визначити головні моменти кількості руху лінійки АВ еліпсографа в абсолютному русі відносно осі z, яка співпадає з віссю обертання кривошипа ОС, а також у відносному русі по відношенню до осі, що проходить через центр мас С лінійки, паралельно осі z. Кривошип обертається з кутовою швидкістю, проекція якої на вісь z дорівнює ωz, маса лінійки дорівнює m, ОС = АС = ВС = l.

Відповідь: 
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Задача 9.9. Гиря М прив’язана до кінця нерозтяжної нитки МОА, частина якої ОА пропущена через вертикальну трубку, і рухається навколо осі трубки по колу радіусом МС = R, виконуючи 120 об/хв. Повільно втягуючи нитку ОА в трубку, вкорочують зовнішню частину нитки до довжини ОМ1, при якій гиря описує коло радіусом R/2. Скільки обертів за хвилину зробить гиря по цьому колу?

Відповідь: 480 об/хв.

Задача 9.10. Точка рівномірно рухається по колу зі швидкістю v = 0,2 м/с, виконуючи повний оберт за час Т = 4 с. Знайти імпульс S сил, які діють на точку, за час одного напівперіоду, якщо маса точки m = 5 кг. Визначити середнє значення сили F.

Відповідь: S =2 Н·с, F  = 1 Н.

Практичне заняття № 10
Тема: Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної точки та механічної системи. Теорема про рух центра мас системи

Програмові питання

Робота сили, потужність, кінетична енергія точки. Теорема про зміну кінетичної енергії точки. Кінетична енергія системи. Визначення кінетичної енергії тіла в поступальному, обертальному і плоскопаралельному рухах. Теорема про зміну кінетичної енергії системи.

Теорема про рух центра мас механічної системи. Диференціальні рівняння руху системи. Закон збереження руху центра мас.

Література
[1, л.30, л.31]; [4, §§89, 108 – 110]; [5, §§89, 121 – 123, 106 – 107];
[6, §§21.2, 17.8, 21.9, 21.11]; [3].

Короткі теоретичні відомості

Для характеристики дії сили на тіло на деякому його переміщенні вводиться поняття роботи сили. 
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Елементарною роботою сили 
[image: image942.wmf]F

, прикладеної в точці М (рис. 10.1), називається скалярна величина, що дорівнює:
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де Fτ – проекція сили 
[image: image944.wmf]F

 на дотичну Mτ до траєкторії точки М, напрямлену в бік переміщення цієї точки (або проекція 
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 на напрямок швидкості 
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 точки М); ds – модуль елементарного переміщення точки М 
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r

d

ds

(

=


Із рис. 10.1 бачимо, що 
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, де α – кут між 
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 і Mτ. Тоді дістанемо, що
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Якщо кут α гострий, то робота додатна, якщо α = 0, то 
[image: image951.wmf]Fds
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Якщо кут α тупий, то робота від'ємна. При α = 1800 
[image: image952.wmf]Fds
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Якщо α = 900, тобто якщо сила напрямлена перпендикулярно переміщенню, то елементарна робота сили дорівнює нулю.

Робота сили  на  будь-якому  кінцевому  переміщенні  M0M1 (рис. 10.1) обчислюється як границя інтегральної суми відповідних елементарних робіт:
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Отже, робота сили на будь-якому переміщенні M0M1 дорівнює взятому вздовж цього переміщення інтегралу від елементарної роботи.

Якщо сила 
[image: image954.wmf]t
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 стала (
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= const), то, позначаючи M0M1 через s1, дістанемо:
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Одиницею   вимірювання   роботи   в   системі   СІ   є   1 Джоуль (1 Дж = 1 Н ∙ м = 1 кг ∙ м2/с2).

Потужність. Потужністю називається величина, яка визначає роботу, що здійснює сила за одиницю часу. Якщо робота виконується рівномірно, то 
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де t1 – час, за який виконана робота A.

У загальному випадку:
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Отже, потужність дорівнює добутку дотичної складової сили на швидкість.

Одиницею вимірювання  потужності  в  системі  СІ  є 1 Ват (1 Вт = 1 Дж/с). У техніці за одиницю потужності використовують кінську силу (1к.с.), яка дорівнює 736 Вт.

Роботу, виконану машиною, можна вимірювати добутком її потужності    на     час     роботи.   Звідси    1 кіловат-година  (1 кВт ∙ г  = 3,6 ∙ 106Дж). 

Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна величина 
[image: image959.wmf]2
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, яка дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості.

Одиниця вимірювання її та ж, що й роботи, тобто в системі СІ – 1Дж.

Теорема про зміну кінетичної енергії точки: зміна кінетичної енергії точки на деякому її переміщенні дорівнює алгебраїчній сумі робіт всіх сил, що діють на точку, на тому ж переміщенні:
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Кінетичною енергією системи називається величина Т, яка дорівнює сумі кінетичних енергій всіх точок системи:
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Кінетична енергія тіла у поступальному русі дорівнює половині добутку маси тіла на квадрат швидкості його центра мас:
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Кінетична енергія тіла у обертальному русі дорівнює половині добутку моменту інерції тіла відносно осі обертання на квадрат його кутової швидкості:
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У плоскопаралельному русі кінетична енергія тіла дорівнює енергії поступального руху зі швидкістю центра мас та енергії обертального руху навколо центра мас:
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Теорема про зміну кінетичної енергії системи: зміна кінетичної енергії системи на деякому її переміщенні дорівнює сумі робіт на цьому переміщенні всіх зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до системи:

[image: image965.wmf].
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Диференціальні рівняння руху системи. Для k-ої матеріальної точки системи масою mk, яка має прискорення 
[image: image966.wmf]k

a

, маємо:
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Аналогічний результат будемо мати для будь-якої точки системи, отже:
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де 
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 і 
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 – рівнодійні всіх зовнішніх і внутрішніх сил, які діють на точку.

Ці рівняння є диференціальними рівняннями руху системи у векторній формі (
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Теорема про рух центра мас системи: добуток маси системи на прискорення її центра мас дорівнює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, що діють на систему:

[image: image972.wmf].
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Або ще теорема звучить так: центр мас системи рухається як матеріальна точка, маса якої дорівнює масі всієї системи і до якої прикладені всі зовнішні сили системи.
Проектуючи цю рівність на координатні осі, дістанемо:


[image: image973.wmf],

F

x

M

e

kx

C

å

=

¢

¢



 EMBED Equation.3  [image: image974.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image975.wmf].
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Це є диференціальні рівняння руху центра мас системи.

Із теореми маємо такі висновки:

1.  Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю:
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2.  Якщо сума всіх зовнішніх сил не дорівнює нулю, але сума їх проекцій на якусь вісь (нехай Ox) дорівнює нулю:
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Ці результати виражають закон збереження руху центра мас системи.
Застосовуючи теорему про рух центра мас системи, можна знайти закон руху її центра мас, якщо відомі зовнішні сили, і, навпаки, визначити головний вектор зовнішніх сил, знаючи закон руху центра мас.

Приклади розв’язання задач

[image: image1569.png]


Задача 1. Пружина має в ненапруженому стані довжину 0,2 м. Сила, необхідна для зміни її довжини на 0,01 м дорівнює 2 Н. З якою швидкістю v вилетить із труби кулька масою 20 г, якщо пружина була стиснута до довжини 0,1 м? Трубка розташована горизонтально.

Розв’язання

На кульку, яку розглядаємо як матеріальну точку, діють такі сили: сила пружності пружини 
[image: image982.wmf]F

, сила ваги 
[image: image983.wmf]P

 і реакція стінок 
[image: image984.wmf]N

 (рис. 10.2). Оскільки рух кульки відбувається по горизонталі, то при його вивченні врахуємо тільки рушійну силу, якою є сила пружності F = – cx,   де  с = 
[image: image985.wmf]0,01

2

= 200 Н/м  –  коефіцієнт  жорсткості  пружини,   х – величина стиснення.

Застосуємо теорему про зміну кінетичної енергії:
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де А – робота сили пружності на переміщенні М0М, v0 – швидкість кульки в положенні М0, v – її швидкість у положенні М.

Оскільки в положенні кульки М0  х = 0,1 м, а в положенні М х = 0, то роботу сили пружності знайдемо:
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Враховуючи, що v0 = 0, дістанемо:
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звідки:
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Задача 2. При підході до станції потяг йде зі швидкістю 10 м/с під ухил, кут якого α = 100. У деякий момент часу машиніст починає гальмувати потяг. Опір гальмуванню становить 0,2 ваги потяга. Визначити, на якій відстані й через який час від початку гальмування поїзд зупиниться.

Розв’язання
[image: image1570.png]


Потяг розглядаємо як матеріальну точку, на яку діють: сила ваги потяга 
[image: image990.wmf]P

, нормальна реакція дороги 
[image: image991.wmf]N

, сила опору від гальмування 
[image: image992.wmf]R

 (рис. 10.3).

Для визначення гальмівного шляху s застосуємо теорему про зміну кінетичної енергії точки:
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Враховуючи, що потяг зупиняється (v = 0), дістанемо:
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Звідки:
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Для визначення часу t гальмування скористаємося теоремою про зміну кількості руху точки, обравши напрямок руху потяга за напрямок осі х:

mvx – mv0x = ( Skx.
Оскільки сили, які діють на потяг, сталі, то:
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Враховуючи, що vx = 0, v0x = v0 = 10 м/с, дістанемо:

– mv0 = mgt (sin α – 0,2),

звідки:
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Задача 3. Візок масою М і довжиною l стоїть на рейках. На лівому кінці візка знаходиться людина масою m, яка в початковий момент часу нерухома, а потім переміщається на правий кінець візка. Визначити величину і напрямок переміщення візка, нехтуючи тертям коліс візка і рейок, а також опором повітря.

Розв’язання
[image: image1571.png]


Будемо розглядати візок з людиною як систему. Рух вздовж координатної осі 0х відбувається, як показано на рис. 10.4.
При відсутності тертя і сили опору повітря зовнішніми силами, які діють на систему, є сили ваги людини і візка, а також нормальні реакції. Тому сума проекцій зовнішніх сил на горизонтальну вісь 0х дорівнює нулю. Звідси vс = const. Оскільки в початковий момент часу система перебувала в спокої, то vс = 0, а значить хс = const.

За таких умов справедливе рівняння:

МΔх1 + mΔх2 = 0,

де Δх1 переміщення візка, Δх2 – переміщення людини.

Зобразимо початкове і кінцеве положення системи. Оскільки центр мас системи зберігає своє положення, то при переміщенні людини візок повинен переміститись вліво (рис. 10.4).

Для простоти обчислення домовимось, що переміщення візка і людини відбулося в одному напрямку. Тоді абсолютне переміщення візка Δх1 = х, а переміщення людини Δх2 = х + l.

Отже, маємо:

Мх + m(x + l) = 0,

звідки переміщення візка:
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Знак «мінус» показує, що фактичне переміщення візка протилежне тому, що вказано на рисунку.

[image: image1572.png]


Задача 4. По похилій площині KL призми DEKL рухається вантаж А масою тА = 8 кг, який приводить у рух за допомогою неростяжної невагомої мотузки вантаж В масою mВ = 5 кг. Знайти переміщення призми DEKL масою mпр = 14 кг по ідеально гладенькій площині, якщо вантаж А перемістився по похилій площині KL вниз на 1 м. У початковий момент система перебувала в спокої (рис. 10.5).

Розв’язання

Покажемо на рисунку всі зовнішні сили, прикладені до матеріальної системи, яка складається з призми та двох вантажів. Зовнішніми силами є: 
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 – сила ваги призми, 
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 – сила ваги вантажу В і 
[image: image1003.wmf]R

 – сумарна нормальна реакція горизонтальної площини (рис. 10.5). Оскільки горизонтальна площина ідеально гладенька, то сила тертя ковзання між нею і призмою відсутня. Напрямимо вісь х вздовж горизонталі вправо і скористаємось теоремою про рух центра мас механічної системи в проекції на цю вісь:
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Оскільки всі зовнішні сили перпендикулярні до осі х, то 
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Тоді 
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У початковий момент часу система перебувала в спокої, тому С1 = 0 і 
[image: image1008.wmf]0
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. Звідси випливає, що mхс = С2, тобто абсциса центра мас системи, незалежно від переміщень окремих мас, які входять у систему, є величиною сталою. Тоді можна записати:

mАΔхА + mВΔхВ + mпрΔх = 0,
де ΔхА, ΔхВ – переміщення вантажів А і В відповідно; Δх – шукане переміщення призми по горизонтальній площині.

Дістанемо:

8(Δх + 1∙cos600) + 5(Δх + 1) + 14Δх = 0
або
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Знак «мінус» показує, що призма переміститься в бік, протилежний додатному напрямку осі х, тобто вліво.

Питання для самоконтролю

1. Дати означення елементарній роботі. Формула визначення та її аналіз.

2. Як визначається робота на кінцевому переміщенні точки?

3. Що таке потужність? За якою формулою вона визначається? Одиниці її вимірювання.

4. Що називається кінетичною енергією точки? Одиниці її вимірювання.

5. Сформулювати і довести теорему про зміну кінетичної енергії точки.

6. Як визначається кінетична енергія поступального, обертального і плоскопаралельного рухів тіла?

7. Сформулювати і довести теорему про зміну кінетичної енергії системи.

8.  Записати диференціальні рівняння руху системи.

9.  Сформулювати та довести теорему про рух центра мас системи.

10. Записати диференціальні рівняння руху центра мас системи.

11. Викласти закон збереження руху центра мас.

Задачі для самостійного розв’язання
Задача 10.1. По похилій площині, яка утворює з горизонтом кут 
[image: image1010.wmf]°

30

, опускається без початкової швидкості важке тіло; коефіцієнт тертя дорівнює 0,1. Яку швидкість буде мати тіло, пройшовши два метри від початку руху?

Відповідь: 4,02 м/с.

Задача 10.2. Снаряд масою 24 кг вилітає із дула гармати зі швидкістю 500 м/с. Довжина дула гармати 2 м. Яке середнє значення тиску газів на снаряд?

Відповідь: 1500 кН.

Задача 10.3. Матеріальна точка масою 3 кг рухалась по горизонтальній прямій вліво зі швидкістю 5 м/с. До точки приклали сталу силу, напрямлену вправо. Дія сили припинилась через 30 с, тоді швидкість точки стала дорівнювати 55 м/с і напрямлена вправо. Знайти величину цієї сили і роботу, яку вона виконала.

Відповідь: F = 6 H, A = 4,5 кДж.
Задача 10.4. Визначити найменшу роботу, яку треба витратити для того, щоб підняти на 5 м тіло масою 2 т, рухаючи його по похилій площині, яка утворює з горизонтом кут 
[image: image1011.wmf]°

30

. Коефіцієнт тертя 0,5.

Відповідь: 183 кДж.

Задача 10.5. Визначити потужність двигуна поздовжньо-стругального верстата, якщо довжина робочого ходу – 2 м, його тривалість – 10 с, сила різання – 11,76 кН, коефіцієнт корисної дії верстата – 0,8. Рух вважати рівномірним.

Відповідь: 2,94 кВт.
Задача 10.6. Знайти потужність двигуна внутрішнього згорання, якщо середній тиск на поршень дорівнює 49 Н/см2, довжина ходу поршня – 40 см,   площа    поршня – 300 см2,  кількість   робочих  ходів – 120 за хвилину і коефіцієнт корисної дії – 0,9.

Відповідь: 10,6 кВт.
[image: image1573.png]


Задача 10.7. Визначити головний вектор зовнішніх сил, що діють на колесо масою М, яке скочується по похилій площині вниз, якщо його центр мас С рухається за законом 
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Відповідь: головний вектор зовнішніх сил паралельний осі х, напрямлений у бік руху і дорівнює за модулем  Ма.

[image: image1574.png]


Задача 10.8. Колесо котиться з ковзанням по горизонтальній прямій під дією сили 
[image: image1013.wmf]F

, зображеної на рисунку. Знайти закон руху центра мас С колеса, якщо коефіцієнт тертя ковзання дорівнює f, a 
[image: image1014.wmf]fP
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, де Р – вага колеса. У початковий момент колесо перебуває в спокої.

Відповідь: xc = 2 fgt2.

[image: image1575.png])



Задача 10.9. На середній лавці човна, який перебував у спокої, сиділи дві людини. Одна з них масою M1 = 50 кг перемістилась вправо на ніс човна. В якому напрямку і на яку відстань повинна переміститись друга людина масою М2 = 70 кг для того, щоб човен залишився в спокої? Довжина човна – 4 м. Опором води знехтувати.

Відповідь: вліво на відстань 1,43 м.

Задача 10.10. Три вантажі масою M1 = 20 кг, М2 = 15 кг і М3 = 10 кг з'єднані за допомогою нерозтяжної нитки, перекинутої через нерухомі блоки L і N. При опусканні вантажу M1 вниз вантаж М2 переміщається по верхній основі чотирикутної усіченої піраміди ABCD масою М = 100 кг вправо, а вантаж М3 піднімається по бічній грані АВ вгору. Нехтуючи тертям між усіченою пірамідою ABCD і підлогою, визначити переміщення піраміди ABCD відносно підлоги, якщо вантаж M1 опуститься вниз на 1 м. Масою нитки знехтувати.

Відповідь: вліво на 14 см.

[image: image1576.png]


Задача 10.11. Два вантажі масами M1 і М2 з'єднані нерозтяжною ниткою, перекинутою через блок А, ковзають по гладеньких бічних сторонах прямокутного клина, що спирається основою ВС на гладеньку горизонтальну площину. Знайти переміщення клина по горизонтальній площині при опусканні вантажу M1 на висоту h = 10 см. Маса клина М = 4M1 = 16M2; масою нитки і блоку знехтувати.

Відповідь: клин переміститься вправо на 3,77 см.

ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ

Модуль «Статика абсолютно твердого тіла»

1. Статика – це розділ теоретичної механіки, який вивчає:

а) рухи матеріальних тіл без урахування сил, що діють на них;

б) рухи матеріальних тіл з урахуванням сил, що діють на них;

в) властивості систем сил і умови рівноваги тіл під дією сил;

г) деформації, що виникають у тілі під дією прикладених до нього сил.

2. Співвіднести означення з відповідями:

1. Фізична величина, яка є мірою механічної взаємодії матеріальних тіл, називається…

2. Сукупність сил, що діють на тіло, називається…

3. Система сил, еквівалентна нулю, називається…

4. Сила, еквівалентна системі сил, називається…

5. Сила, що зрівноважує систему сил, називається…

6. Все те, що обмежує рух даного тіла в просторі, називається…

7. Сили однакові за модулем, протилежні за напрямком, які не лежать на одній лінії дії, називаються…

а) зрівноважуючою;

б) зрівноваженою;

в) рівнодійною;

г) системою;

д) в’яззю;

є) силою;

ж) парою.

3.Співвіднести питання з відповідями:

1. Геометричний спосіб додавання двох сил здійснюється за правилом…

2. Геометричний спосіб додавання трьох сил, які не лежать в одній площині, здійснюється за правилом…

3. Геометричний спосіб додавання багатьох сил здійснюється за правилом…

а) силового трикутника;

б) силового многокутника;

в) паралелограма;

г) паралелепіпеда.

4. Проекція сили на вісь є величиною:

а) векторною;

б) арифметичною;

в) алгебраїчною.

5. Проекція сили на площину є величиною:

а) векторною;

б) арифметичною;

в) алгебраїчною.

6. За якими формулами сили додаються аналітично:
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7. Співвіднести питання з відповідями:

1. Аналітичні умови рівноваги плоскої системи збіжних сил виражаються рівностями:

2. Аналітичні умови рівноваги довільної плоскої системи сил виражаються рівностями:

3. Аналітичні умови рівноваги плоскої системи паралельних сил виражаються рівностями:
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8. Рівнодійна двох паралельних сил, напрямлених в один бік, за модулем дорівнює … сумі складових сил:

а) геометричній;

б) арифметичній;

в) алгебраїчній.

9. Рівнодійна багатьох паралельних сил, напрямлених у різні боки, дорівнює … сумі складових сил:

а) геометричній;

б) алгебраїчній;

в) арифметичній.

10. Координати центра системи паралельних сил визначаються за формулами:
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11. Дві пари сил називаються еквівалентними, якщо … 

а) у них однакові моменти;

б) у них однакові за величиною сили;

в) у них однакове за величиною плече пари.

12. Щоб додати пари сил, необхідно знайти:

а) алгебраїчну суму їх моментів;

б) геометричну суму складових сил;

в) геометричну суму їх моментів;

г) алгебраїчну суму складових сил.

13. Чи можна пару сил, що діє на абсолютно тверде тіло, замінити їй еквівалентною?

а) завжди;

б) не можна;

в) при виконанні певних умов;

г) в окремих випадках.

14. Момент сили відносно центра є величиною:

а) арифметичною;

б) алгебраїчною;

в) векторною.

15. Момент сили відносно осі є величиною:

а) арифметичною;

б) алгебраїчною;

в) векторною.

16. Не змінюючи дії сили на тверде тіло, її можна перенести в іншу точку тіла, залишаючи паралельною самій собі?

а)  завжди;

б) не можна;

в) додаючи при цьому пару сил;

г) додаючи при цьому таку ж силу.
17. Будь-яку систему сил можна звести до:

а) однієї рівнодійної;

б) головного вектора та головного моменту відносно центра зведення;

в) головного вектора, прикладеного в центрі зведення;

г) головного моменту відносно центра зведення.

18. Будь-яка система сил перебуває в рівновазі, якщо:
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19. Теорема Варіньйона про момент рівнодійної виражається рівністю:
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20. Момент сили відносно центра як вектор визначається рівністю:
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21. Алгебраїчний момент сили відносно центра дорівнює:
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22. Співвіднести питання з відповідями.
Плоску систему сил, що не перебуває у рівновазі, можна звести до:

1) однієї пари сил, якщо…

2) однієї рівнодійної, що проходить через центр зведення, якщо…

3) рівнодійної, яка не проходить через центр зведення, якщо…

а) 
[image: image1061.wmf];

0

М

о

=

 
[image: image1062.wmf];

0

R

¹


б) 
[image: image1063.wmf];

0

М

о

¹

 
[image: image1064.wmf];

0

R

=


в) 
[image: image1065.wmf];

0

М

0

¹

 
[image: image1066.wmf],

0

R

¹


23. Співвіднести питання з відповідями.
Просторову систему сил, що не перебуває у рівновазі, можна звести до:

1) однієї пари сил, якщо…

2) однієї рівнодійної, що проходить через центр зведення, якщо…

3) динамічного гвинта, вісь якого проходить через центр зведення, якщо…

4) динамічного гвинта, вісь якого не проходить через центр зведення, якщо…

5) рівнодійної, яка не проходить через центр зведення, якщо…
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24. Момент сили 
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 дорівнює:

а) 
[image: image1083.wmf];

h

F

)

F

(

m

xу

z

±

=


б) 
[image: image1084.wmf];

h

F

)

F

(

m

xz

z

±

=


в) 
[image: image1085.wmf];

h

F

)

F

(

m

уz

z

±

=


г) 
[image: image1086.wmf].

cos

)

F

(

m

)

F

(

m

0

z

g

=


25. Співвіднести питання з відповідями:

1. Аналітичні умови рівноваги довільної просторової системи сил мають вигляд:

2. Аналітичні умови рівноваги просторової системи збіжних сил мають вигляд:

3. Аналітичні умови рівноваги просторової системи паралельних сил мають вигляд:
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26. Основний закон тертя ковзання виражається рівністю:
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27. Коефіцієнт тертя ковзання дорівнює:
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28. Реакція шорсткої в’язі визначається за формулою:
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.
Модуль «Кінематика матеріальної точки та твердого тіла»

1. Кінематика – це розділ теоретичної механіки, який вивчає:

а) рухи матеріальних тіл без урахування сил, що діють на них;

б) рухи матеріальних тіл з урахуванням сил, що діють на них;

в) властивості систем сил і умови рівноваги тіл під дією сил;

г) деформації, що виникають у тілі під дією прикладених до нього сил.

2. Час, з якого починається відлік, називається:

а) даний момент часу;

б) початковий момент часу;

в) проміжок часу.

3. Відстань – відрізок траєкторії, виміряний:

а) від початкового положення точки до її кінцевого положення в напрямку руху;

б) від початку відліку до кінцевого положення точки;

в) у напрямку переміщення точки з початкового положення в кінцеве;

г) у напрямку криволінійної координати від початкового положення точки до кінцевого.

4. Пройдений шлях – відрізок траєкторії, виміряний:

а) від початкового положення точки до її кінцевого положення в напрямку руху;

б) від початку відліку до кінцевого положення точки;

в) у напрямку переміщення точки з початкового положення в кінцеве;

г) у напрямку криволінійної координати від початкового положення точки до кінцевого.

5. Задання руху точки у вигляді 
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 називається:

а) векторним;

б) координатним;

в) натуральним.

6. Вектор швидкості в даний момент часу дорівнює:
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7. Вектор прискорення в даний момент часу дорівнює:
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8. При координатному способі задання руху швидкість точки визначається:

а) 
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9. При координатному способі задання руху прискорення точки визначається:
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10. При натуральному способі задання руху швидкість точки визначається :
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11. При натуральному способі задання руху прискорення точки визначається:
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12. При векторному способі задання руху швидкість точки визначається:
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13. При векторному способі задання руху прискорення точки визначається:
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14. Співвіднести питання з відповідями:

1. У прямолійному русі точки прискорення визначається:

2. У рівномірному криволінійному русі точки прискорення визначається:

3. У рівнозмінному криволінійному русі точки прискорення визначається:

4. У рівномірному прямолінійному русі точки прискорення визначається:
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[image: image1173.wmf];
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15. Співвіднести питання з відповідями:

1. Поступальним рухом твердого тіла називається такий рух, у якому…

2. Обертальним рухом твердого тіла називається такий рух, у якому…

3. Плоскопаралельним рухом твердого тіла називається такий рух, у якому…

4. Складним рухом твердого тіла називається такий рух, у якому…

а) всі його точки рухаються паралельно деякій нерухомій площині;

б) будь-яка пряма, проведена в тілі, рухається паралельно сама собі;

в) воно рухається відносно рухомої системи відліку, а остання певним чином рухається відносно нерухомої;

г) дві його точки (або незмінно зв’язані з ним) весь час залишаються нерухомими.

16. Рівняння плоскопаралельного руху мають вигляд:
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17. Рівняння обертального руху мають вигляд:
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18. Швидкість точки тіла, що здійснює плоскопаралельний рух, визначається:

а) 
[image: image1194.wmf];
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19. Швидкість точки тіла, що здійснює обертальний рух, визначається:

а) 
[image: image1198.wmf];
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20. Прискорення точки тіла, що здійснює плоскопаралельний рух, визначається:

а) 
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21. Прискорення точки тіла, що здійснює обертальний рух, визначається:

а) 
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22. Нормальне прискорення точки в її криволінійному русі напрямлене:

а) по дотичній до траєкторії в бік руху точки;

б) по дотичній до траєкторії в бік, протилежний руху точки;

в) до центра кривизни траєкторії  руху точки;

г) від центра кривизни траєкторії руху точки.
23. Швидкості точок у плоскопаралельному русі тіла:

а) прямопропорційні їх відстаням від миттьового центра швидкостей;

б) оберненопропорційні їх відстаням від миттьового центра швидкостей;

в) однакові за модулем та напрямком;

г) дорівнюють швидкості миттьового центра швидкостей.

24. Швидкості точок у поступальному русі тіла:

а) прямопропорційні їх відстаням від миттьового центра швидкостей;

б) оберненопропорційні їх відстаням від миттьового центра швидкостей;

в) однакові за модулем та напрямком;

г) дорівнюють швидкості миттьового центра швидкостей.

25. Складний рух точки складається з:

а) абсолютного, відносного і переносного;

б) відносного і переносного;

в) поступального разом із полюсом і обертального навколо нього;

г) прямолінійного та криволінійного.

26. Співвіднести питання з відповідями:

1. Відносним називається…

2. Переносним називається…

3. Абсолютним називається…

а) рух точки відносно рухомої системи відліку;

б) рух рухомої системи відліку разом із точкою відносно нерухомої системи для даної точки;

в) рух точки в рухомій системі відліку відносно нерухомої системи відліку;

г) рух рухомої системи відліку відносно нерухомої системи.

27. Швидкість точки в складному русі визначається за формулою:
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28. Прискорення точки в складному русі визначається за формулою:

а) 
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29. Для визначення прискорення Коріоліса використовують формулу:
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30. Співвіднести питання з відповідями:

1. При додаванні поступальних рухів застосовують рівність:

2. При додаванні обертальних рухів навколо паралельних осей, напрямлених в один бік, застосовують рівність :

3. При додаванні обертальних рухів навколо паралельних осей, напрямлених у різні боки, застосовують рівність:

4. При додаванні обертальних рухів навколо перетинних осей застосовують рівність:

а) 
[image: image1222.wmf];
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.
Модуль «Динаміка матеріальної точки та механічної системи»

1. Динаміка – це розділ теоретичної механіки, який вивчає:

а) рухи матеріальних тіл без урахування сил, що діють на них;

б) рухи матеріальних тіл з урахуванням сил, що діють на них;

в) властивості систем сил і умови рівноваги тіл під дією сил;

г) деформації, що виникають у тілі під дією прикладених до нього сил.

2. Рівняння, що виражає другий закон динаміки, має вигляд:
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[image: image1226.wmf]2
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3. Співвіднести питання з відповідями.
Диференціальні рівняння руху точки записані:
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а) у натуральній формі;

б) у векторній формі;

в) у координатній формі.

4. Співвіднести питання з відповідями:

1. Друга задача динаміки полягає у тому, щоб…

2. Перша задача динаміки полягає у тому, щоб…

а) знаючи масу точки та закон її руху, визначити силу, що діє на неї;

б) знаючи масу точки та сили, що діють на неї, визначити закон руху точки.

5. Послідовність розв’язання першої задачі динаміки у прямолінійному русі точки:
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6. Послідовність розв’язання другої задачі динаміки у прямолінійному русі точки:

а)
[image: image1247.wmf]),

t

(

f

x

=



 EMBED Equation.3  [image: image1248.wmf]'

x

dt

dx

v

=

=

, 
[image: image1249.wmf];

x

dt

x

d

a

"

2

2

=

=


б)
[image: image1250.wmf],

x

dt

x

d

а

"

2

2

х

=

=

 
[image: image1251.wmf];

F

mx

"

=


в) 
[image: image1252.wmf],

F

mx

"

=

 
[image: image1253.wmf]),

C

,

C

,

t

(

x

x

2

1

=



 EMBED Equation.3  [image: image1254.wmf]);

v

,

x

,

t

(

x

x

0

0

=


г) 
[image: image1255.wmf]),

t

(

f

s

=

 
[image: image1256.wmf],

dt

ds

v

=



 EMBED Equation.3  [image: image1257.wmf].

dt

s

d

a

2

2

=


7. Диференціальні рівняння невільного руху точки у натуральній формі мають вигляд:
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8. Рівняння, що виражає основний закон динаміки для відносного руху точки:

а) 
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9. Диференціальне рівняння вільних коливань матеріальної точки записується у вигляді:
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10. Диференціальне рівняння вимушених коливань матеріальної точки записується у вигляді:

а)
[image: image1274.wmf];
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11. Загальний розв’язок диференціального рівняння вільних коливань точки має вигляд:

а)
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12. Загальний розв’язок диференціального рівняння вимушених коливань точки має вигляд:
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13. Співвіднести питання з відповідями:

1. Величина, яка дорівнює найбільшому відхиленню точки від центра рівноваги, називається…

2. Проміжок часу, за який точка здійснює одне повне коливання, називається…

3. Величина, яка визначає кількість коливань за 1с, називається…

а) частотою коливань;

б) амплітудою коливань;

в) періодом коливань.

14. Вимушені коливання здійснюються під дією сили:

а) поновлюючої;

б) збуджуючої;

в) пружності;

г) ваги.

15. Внутрішні сили мають такі властивості:

а) не впливають на рух механічної системи;

б) 
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16. Осьовим моментом інерції системи називається величина, яка визначається рівністю:

а) 
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17. Момент інерції тіла відносно паралельних осей визначається:
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18. Кількість руху матеріальної точки визначається за формулою:

а) 
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19. Кінетична енергія матеріальної точки визначається за формулою:

а) 
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20. Для характеристики дії сили на тіло за деякий проміжок часу вводиться поняття:

а)  потужності;

б) роботи сили;

в) імпульсу сили;

г) моменту кількості руху.

21. Для характеристики дії сили на тіло на деякому його переміщенні вводиться поняття:

а)  потужності;

б) роботи сили;

в) імпульсу сили;

г) моменту кількості руху.

22. Елементарний імпульс сили визначається за формулою:

а) 
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23.Елементарна робота сили визначається за формулою:

а) 
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24. Одиницею вимірювання роботи є:

а)
[image: image1315.wmf];
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25. Співвіднести питання з відповідями:

1. Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки виражається рівністю…

2. Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки виражається рівністю…

3. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки виражається рівністю…
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26. Співвіднести питання з відповідями:

1. Кількістю руху механічної системи називається величина, яка визначається рівністю…

2. Кінетичною енергією механічної системи називається величина, яка визначається рівністю…

3. Кінетичним моментом механічної системи називається величина, яка визначається рівністю…
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27. Співвіднести питання з відповідями:

1. Теорема про зміну кількості руху механічної системи виражається рівністю…

2. Теорема про зміну моменту кількості руху механічної системи виражається рівністю…

3. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи виражається рівністю…
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28. Закон збереження кількості руху механічної системи виражається рівностями:

а)якщо 
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29. Теорема про рух центра мас системи виражається рівністю:
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30. Робота сили дорівнює нулю тоді, коли:

а) сила діє по дотичній до траєкторії руху точки;

б) сила діє під кутом 
[image: image1339.wmf]0

180

 до напрямку руху точки;

в) сила діє перпендикулярно до напрямку руху точки;

г) сила діє під кутом 
[image: image1340.wmf]0

60

до напрямку руху точки.

31. Співвіднести питання з відповідями:

1. Кінетична енергія поступального руху дорівнює:

2. Кінетична енергія обертального руху дорівнює:

3. Кінетична енергія плоскопаралельного руху дорівнює:
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32. Закон збереження руху центра мас механічної системи виражається рівностями:

а) якщо 
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33. Співвіднести питання з відповідями:

1. Диференціальні рівняння руху центра мас системи мають вигляд:

2. Диференціальні рівняння плоскопаралельного руху твердого тіла мають вигляд:

3. Диференціальні рівняння обертального руху твердого тіла мають вигляд:
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34. Співвіднести питання з відповідями:

1. Принцип Даламбера виражається рівністю:

2. Принцип можливих переміщень виражається рівністю:

3. Принцип Даламбера-Лагранжа виражається рівністю:

а) 
[image: image1359.wmf];

0

А

а

k

=

å

d


б) 
[image: image1360.wmf];

0

А

r

к

=

å

d


в) 
[image: image1361.wmf];

0

А

А

ін

k

а

k

=

å

+

å

d

d


г) 
[image: image1362.wmf].

0

F

F

F

ін

k

i

k

е

k

=

+

+

 
КОНТРОЛЬНІ ЗАВДАННЯ 
Модуль «Статика абсолютно твердого тіла»

Варіант № 1

1. Статика. Основні її поняття та завдання.

[image: image1577.png]


2. Теорема про додавання пар. Умова рівноваги системи пар.

[image: image1578.png]


3. Вуличний ліхтар підвішений у точці В до середини троса АВС, який закріплений кінцями до гачків А і С, що знаходяться на одній горизонталі. Визначити натяг Т1 і Т2 у частинах троса АВ і ВС, якщо вага ліхтаря дорівнює 100 Н. Довжина всього троса складає 40 м, а відхилення точки його підвішення від горизонталі ВD = 0,2 м. Вагою троса знехтувати (рис. 1).

4.Однорідна балка АВ вагою Р =1000 Н закріплена в точці А шарніром. Другий кінець В утримується тросом за допомогою вантажу Q. Знайти вагу вантажу Q і реакцію шарніра в положенні рівноваги, якщо точка С лежить на одній вертикалі з А, АВ = АС = ВС, вага вантажу Р1 = 1500 Н. Тертям у блоці знехтувати (рис. 2).

Варіант № 2

1. Пара сил. Момент пари як вектор. 
2. Умови рівноваги довільної просторової системи сил. Випадок паралельних сил.
[image: image1363.png]


                   [image: image1364.png]


               
Рис. 1                                                             Рис. 2
3. Стержні АВ і ВС з’єднані між собою і зі стелею за допомогою шарнірів. До шарнірного болта В підвішений вантаж Q = 500 Н. Визначити зусилля S1 і S2 у стержнях, якщо 
[image: image1365.wmf]°
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 (рис. 1).

4. Прямокутна однорідна кришка вагою 100 Н утримується мотузкою DЕ (рис. 2), перпендикулярною площині кришки. CD=
[image: image1366.wmf]AB
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. Знайти реакції циліндричних шарнірів А та В і натяг мотузки.

Варіант № 3

[image: image1579.png]


1. Додавання багатьох паралельних сил. Центр системи паралельних сил.

2. Аналітичні формули для моментів сили відносно координатних осей. Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил.

3. Стержні МК і КN з’єднані між собою і зі стіною за допомогою шарнірів. До шарнірного болта К підвішений вантаж Q = 400 Н. Визначити зусилля S1 і S2 у стержнях, якщо ( = 60( , ( = 30( (рис.1).
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4. Вантаж Q = 400 Н утримується за допомогою ворота, радіус барабана R = 10 см, довжина рукоятки АК = 20 см, АС = СВ = 50 см. Визначити тиск Р на рукоятку і реакції опор А і В при такому положенні ворота, коли рукоятка АК горизонтальна, сила Р вертикальна (рис. 2).

Варіант № 4

1. Проекція сили на вісь і площину. 
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2. Алгебраїчні моменти сили і пари сил.
3. Котел із рівномірно розподіленою по довжині вагою Р = 40 кН і радіусом R = 1 м лежить на виступах кам’яної кладки. Відстань між стінами кладки L = 1,6 м. Нехтуючи тертям, знайти тиск котла на кладку в точках А і В (рис. 1).
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4. Визначити реакції опор А і В балки, що перебуває під дією двох зосереджених сил і рівномірно розподіленого навантаження (рис. 2 ).

Варіант № 5
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1. Момент сили відносно осі. Послідовність його обчислення. Поодинокі випадки.

2. Паралельні сили. Додавання двох паралельних сил, напрямлених в один бік. 
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3. Стержні DF і FE з’єднані між собою і зі стіною за допомогою шарнірів. До шарнірного болта F підвішений вантаж Q = 200 Н. Визначити зусилля S1 і S2 у стержнях, якщо ( = 30(, ( = 60( (рис. 1).

4. Однорідна прямокутна кришка вагою Р = 400 Н утримується напіввідкритою на 60( над горизонтом противагою Q. Визначити, нехтуючи тертям у блоці D, вагу Q і реакції шарнірів А і В, якщо блок D закріплений на одній вертикалі з А і АD = АС (рис. 2).
Варіант № 6
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1. Умови рівноваги системи збіжних сил (геометричні й аналітичні). Теорема про три непаралельні сили.
2. Зведення просторової системи сил до найпростішого вигляду.

3. Визначити вертикальні реакції опор горизонтальної балки довжиною l, якщо вантаж Р розміщений на ній на  відстані х від першої опори.
4. На горизонтальний вал АВ насаджені зубчате колесо С радіусом 1 м і шестерня D радіусом 10 см. До колеса С у напрямку дотичної прикладена горизонтальна сила Р = 100 Н, а до шестерні D, також по дотичній,  прикладена вертикальна сила 
[image: image1367.wmf]Q

. Визначити силу Q і реакції підшипників А і В у положенні рівноваги (рис.1).

Варіант № 7
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1. В’язі та їх реакції. Приклади в’язей.

2. Теорема про зведення системи сил до центра. Головний вектор і головний момент системи сил.
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3. На горизонтальну балку, що лежить на двох опорах, відстань між якими дорівнює 4 м, покладені два вантажі, один С – у 2 кН, інший D – у 1 кН так, що реакція опори А у два рази більша реакції опори В, якщо знехтувати вагою балки. Відстань СD між вантажами дорівнює 1 м. Яка відстань х вантажу С від точки опори? (рис.1).

4. Однорідна балка АВ вагою 200 Н спирається на гладеньку горизонтальну підлогу в точці В під кутом 60( і крім цього, підтримується двома опорами С і D. Визначити реакції опор у точках В, С і D, якщо довжина АВ = 3 м, CВ = 0,5 м, ВD = 1 м (рис.2). 

Варіант № 8

1. Геометричний спосіб додавання сил. Рівнодійна системи збіжних сил.

2. Умови рівноваги системи сил. Теорема Варіньйона про момент рівнодійної.

3. Електрична лампа вагою 20 Н підвішена до стелі на шнурі АВ і потім відтягнута до стіни мотузкою ВС. Визначити натяг ТА шнура АВ і ТС мотузки ВС, якщо відомо, що кут 
[image: image1368.wmf]°
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. Вагою шнура і мотузки знехтувати (рис. 1).

[image: image1370.png]


[image: image1371.png]g=2KkH/ M
LYY YYYNYY

ZKH-M

60k,
/<45°

/M

/M






Рис. 1
Рис. 2
4. Визначити реакції защемлення консольної балки, зображеної на рисунку, яка перебуває під дією рівномірно розподіленого навантаження, зосередженої сили і пари сил (рис. 2). 
Варіант № 9

1. Аксіоми статики.
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2. Момент сили відносно центра (точки). Теорема про паралельне перенесення сили.

[image: image1589.png]


3. Вуличний ліхтар вагою 600 Н підвішений до вертикального стовпа за допомогою горизонтальної поперечини АС = 1,2 м і підкосу ВС = 1,5 м. Знайти зусилля 
[image: image1372.wmf]1
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 і 
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 у стержнях АС і ВС, вважаючи закріплення в точках А, В і С шарнірними (рис. 1).

4. Однорідна балка АВ вагою Р = 6 кН спирається кінцем В на гладеньку стінку, другий її кінець А закріплений шарнірно. Вага вантажу Q=1 кН, АС = ВС, α = 600. Визначити реакції опор, нехтуючи тертям у блоці (рис. 2).

[image: image1590.png]


Варіант № 10

1. Центр ваги твердого тіла. Координати центрів ваги однорідних тіл.

2. Закони тертя ковзання. Реакція шорсткої в’язі. Кут тертя.
3. Однорідний стержень АВ завдовжки 4 м і вагою 20 Н підвішений горизонтально на двох паралельних мотузках АС і ВD. До стержня в точці Е [image: image1591.png]


на відстані АЕ =
[image: image1374.wmf]4

1

 м підвішений вантаж Р = 120 Н. Визначити натяг мотузок ТC і ТD  (рис. 1).
4. Визначити зусилля в тросі АВ, у стержнях АС і АD, які підтримують вантаж Q вагою 200 Н, якщо АВ = 170 см, АС = АD = 100 см, СD = 120 см, СК = КD і площина 
[image: image1375.wmf]CDA
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 горизонтальна. Закріплення стержнів у точках А, С і D шарнірні (рис. 2).

Варіант № 11
1. Рівновага тіла при наявності тертя.

[image: image1592.png]


2. Додавання двох паралельних сил, напрямлених у різні боки.

3. На двох взаємно перпендикулярних гладеньких похилих площинах АВ і ВС лежить однорідна куля О вагою 60 Н. Визначити тиск кулі на кожну площину, знаючи, що площина ВС утворює з горизонтом кут 
[image: image1376.wmf]°

60

 (рис. 1).
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4. Однорідна балка вагою 600 Н і довжиною 4 м спирається одним кінцем на гладеньку підлогу, а проміжною точкою В на стовп заввишки 3 м, утворюючи з вертикаллю кут 
[image: image1377.wmf]°

30

. Балка утримується в такому положенні мотузкою АС, протягненою по підлозі. Нехтуючи тертям, визначити натяг мотузки Т і реакції 
[image: image1378.wmf]B
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 стовпа і 
[image: image1379.wmf]c
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 підлоги (рис. 2).
Варіант № 12
1. Теорема про еквівалентність пар.

2. Аналітичний спосіб задання і додавання сил.

3. Трансмісійний вал АВ несе на собі три шківи вагою 
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. Розміри вказані на рисунку. Визначити, на якій відстані х від підшипника В треба встановити шків вагою 
[image: image1383.wmf]2

P

, щоб реакція підшипника А дорівнювала реакції підшипника В; вагою вала знехтувати (рис. 1).
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Рис. 1
Рис. 2

4. Визначити реакції защемлення консольної балки, яка перебуває під дією рівномірно розподіленого навантаження, зосередженої сили і пари сил (рис. 2). 
Варіант № 13
1. Зведення плоскої системи сил до найпростішого вигляду.

2. Теорема про паралельне перенесення сили.

3. До вертикальної гладенької стіни АВ підвішена на тросі АС однорідна куля О. Трос утворює зі стіною кут 
[image: image1386.wmf]a

, вага кулі Р. Визначити натяг троса Т і тиск Q кулі на стінку (рис. 1).
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Рис. 1
Рис. 2
4. Знайти зусилля в стержні АВ і ланцюгах АС і АD, які підтримують вантаж Q вагою 420 Н, якщо АВ=145 см, АС=80 см, АD=60 см, площина прямокутника САDЕ горизонтальна, а площини V i W вертикальні. Закріплення в точці В шарнірне (рис. 2).

Варіант № 14
1. Рівнодійна збіжних сил. Розкладання сили на збіжні складові.

2. Умови рівноваги плоскої системи паралельних сил.

3. Визначити координати центра ваги поперечного перерізу нерівнобокого кутника, полички якого мають ширину ОА=а, ОВ=b і товщину AC=BD=d (рис. 1).
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Рис. 1 
Рис. 2
4. Однорідна прямокутна кришка АВСD ящика може обертатись навколо горизонтальної осі АВ на петлях у точках А і В. Горизонтальна мотузка СЕ, паралельна Ах, утримує кришку під кутом DАх = 300. Визначити реакції в петлях, якщо вага кришки – 20 Н (рис. 2).
Модуль «Кінематика матеріальної точки та твердого тіла»

Варіант № 1
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1. Додавання обертальних рухів, напрямлених в один бік, навколо паралельних осей. 

2. Кривошип ОА обертається зі сталою кутовою швидкістю ω. Знайти швидкість середини М шатуна кривошипно-повзункового механізму і швидкість повзуна В залежно від часу, якщо ОА = АВ = в (рис. 1).
3. Махове колесо радіусом R = 0,3 м обертається рівномірно навколо осі. Швидкість точок, що лежать на його ободі, дорівнює 3 м/с. Скільки обертів за хвилину робить колесо?

Варіант № 2

1. Складний рух точки. Абсолютний, відносний і переносний рухи.

2. Рівняння руху пальця кривошипа дизеля в період пуску мають вигляд х = 25cos 2t2, у = 25sin 2t2 (х і у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити швидкість, дотичне і нормальне прискорення пальця.

3. Вал починає обертатися рівноприскорено зі стану спокою, у перші 5 с він здійснює 15 обертів. Яка його кутова швидкість по проходженні 5 с?

Варіант № 3
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1. Завдання кінематики, основні її поняття та визначення (початковий момент часу, даний момент часу, проміжок часу, система відліку, траєкторія, відстань, пройдений шлях).

2. Кривошип ОА обертається зі сталою кутовою швидкістю ω = 5 рад/с. Довжина ОА = АВ = 50 см. Знайти рівняння руху і траєкторію середньої точки М шатуна, а також рівняння руху повзуна В, якщо в початковий момент повзун знаходився в крайньому правому положенні, осі координат вказані на рисунку (рис. 1).

3. Тіло, починаючи обертатися рівноприскорено зі стану спокою, робить 1800 обертів у перші 2 хвилини. Визначити кутове прискорення. 

Варіант № 4

1. Визначення швидкості й прискорення точки при координатному способі задання її руху.

2. За рівняннями х = 4t2, у = 3t2 руху точки знайти рівняння її траєкторії, а також вказати закон руху точки по цій траєкторії, відраховуючи відстань від початкового її положення.

3. Махове колесо починає обертатися зі стану спокою рівноприскорено, через 5 хв після початку руху воно має кутову швидкість ω = 2π рад/с. Скільки обертів зробило колесо за ці 5 хв?

Варіант № 5

1. Рівняння плоскопаралельного руху тіла. Розкладання плоскопаралельного руху на поступальний і обертальний.

2. За рівняннями х = 4t – 1, у = 8t – 6 руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі та вказати на рисунку напрямок руху.
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Рис. 1

3. Вантаж К, зв’язаний за допомогою нерозтяжної нитки з котушкою L, опускається вертикально вниз за законом х = 2t2  м. При цьому котушка L котиться без ковзання по нерухомій горизонтальній рейці. Визначити швидкість точок С, А, В, О і Е котушки в момент часу t = 1 с у положенні, показаному на рисунку, а також кутову швидкість котушки, якщо АD⊥ОЕ, а ОD = 2ОС = 0,4 м (рис.1).

Варіант № 6

1. Визначення прискорення точок тіла в плоскопаралельному русі.

2. За рівнянням s = 2 + 4t – 2t2, (0 ≤ t ≤ 2,5) руху точки на довільно обраній траєкторії побудувати через рівні проміжки часу шість положень точки, визначити відстань s по траєкторії від початку відліку до кінцевого положення точки і пройдений нею шлях σ за вказаний проміжок часу (s і σ  – у сантиметрах, t – у секундах).

3. Потяг, маючи початкову швидкість 36 км/год, пройшов 400 м у перші 20 с. Вважаючи рух потяга рівнозмінним, визначити швидкість і прискорення потяга в кінці двадцятої секунди, якщо рух його відбувається на закругленні радіусом R = 1 км.

Варіант № 7

1. Додавання обертальних рухів навколо осей, які перетинаються.

2. За рівнянням s = 10 – 8t + 2t2, (0 ≤ t ≤ 5) руху точки на довільно обраній траєкторії побудувати через рівні проміжки часу шість положень точки, визначити відстань s по траєкторії від початку відліку до кінцевого положення точки і пройдений нею шлях σ за вказаний проміжок часу (s і σ – у сантиметрах, t – у секундах).
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3. Автомобіль на прямолінійній ділянці шляху рухається з прискоренням а = 4 м/с2. На поздовжній вал насаджений маховичок радіусом 0,2 м, який має в даний момент часу кутову швидкість ω = 2 рад/с і кутове прискорення ε = 3 рад/с2. Визначити абсолютне прискорення точок обода маховичка в даний момент часу (рис.1).

Варіант № 8

1. Обертальний рух твердого тіла. Кутова швидкість і кутове прискорення.

2. За рівняннями х = 6sin10t, у = 4сos10t руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі й вказати на рисунку напрямок руху.

[image: image1597.png]


3. Стержень АВ довжиною 0,4 м рухається в площині рисунка. Швидкість 
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 (vA = 4 м/с) утворює кут 450 з віссю х, суміщеною зі стержнем. Швидкість 
[image: image1393.wmf]В
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 точки В утворює кут 600 з віссю х. Визначити модуль швидкості В і кутову швидкість стержня (рис.1).

Варіант № 9

1. Додавання обертальних рухів, напрямлених у різні боки, навколо двох паралельних осей.
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2. Вал радіусом R = 20 см приводиться в обертання гирею Р, підвішеною до нього на нитці. Рух гирі виражається рівнянням х = 50t2, де х – відстань гирі від місця сходження нитки з поверхні вала, виражена в сантиметрах, t – час у секундах. Визначити кутову швидкість ω і кутове прискорення ε вала, а також повне прискорення а точки на поверхні вала в момент часу t (рис.1).

3. Потяг рухається рівносповільнено по дузі кола радіусом R = 1000 м і проходять шлях s = 1000 м, маючи початкову швидкість v0 = 54 км/год і кінцеву 18 км/год. Визначити повне прискорення потяга на початку і в кінці дуги, а також час руху по цій дузі.

Варіант № 10

1. Визначення прискорення Коріоліса. Умови, за яких воно дорівнює нулю.
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2. За рівняннями х = 3t – 2, у = 6t + 4 руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі й вказати на рисунку напрямок руху.

3. Колесо котиться по похилій площині, яка утворює кут 300 з горизонтом. Центр О колеса рухається за законом х = 5t2  см, де х – вісь, напрямлена паралельно похилій площині. До центра О колеса підвішений стержень ОА = 18 см, який коливається навколо горизонтальної осі О, перпендикулярної площині рисунка, за законом φ = 
[image: image1394.wmf]t
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 рад. Визначити швидкість кінця А стержня АО у момент часу t = 1 с (рис.1).

Варіант № 11

1. Миттьовий центр прискорень.

2. За рівняннями х = 4t – 6,  у = 5 – 3t руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі й вказати на рисунку напрямок руху.
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3. Визначити швидкість повзуна В і  кутову швидкість шатуна АВ при горизонтальному положенні кривошипа ОА, який обертається навколо осі О з кутовою швидкістю ωо = 1,5 рад/с, якщо ОА = 0,2 м, АВ = 1 м (рис.1). 

Варіант № 12

1. Вектор швидкості точки.

2. Рух точки задано рівняннями х = 10cos
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, у = 10 sin
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(х, у – у сантиметрах, t – у секундах). Визначити траєкторію точки, величину і напрямок швидкості та величину і напрямок прискорення.

3. При запуску двигуна його шків діаметром d = 0,4 м протягом перших декількох секунд обертається згідно з  рівнянням φ = 0,2t 3. Визначити швидкості й прискорення точок, розміщених на ободі шківа, у момент t = 10 c.

Варіант № 13

1. Теорема Коріоліса.

2. Із моменту виключення двигуна пропелер літака, який обертався  з  кутовою  швидкістю ω = 50 рад/с, зробив  до  зупинки 100 обертів. Скільки часу пройшло з моменту виключення двигуна до зупинки, якщо вважати обертання пропелера рівносповільненим?

3. Рух  точки  задано   рівняннями  х = 4t, у = 2t2 (t – у секундах, х і у – у сантиметрах). Визначити величини і напрямок швидкості та прискорення точки в момент часу t = 1 c.

Варіант № 14

1. Теорема про додавання швидкостей у складному русі точки. Паралелограм швидкостей.

2. За рівняннями х = 4 – 6cos5t, у=sin5t–2 руху точки знайти рівняння її траєкторії в координатній формі та вказати на рисунку напрямок руху.
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3. Визначити абсолютну швидкість якої-небудь точки М спарника АВ, який з’єднує кривошипи ОА і О1В осей О і О1, якщо радіуси коліс однакові R = 0,8 м, радіуси кривошипів ОА = О1В = 0,4 м. Швидкість екіпажу v0 = 16 м/с. Швидкість точки М визначити для чотирьох моментів, коли кривошипи ОА і О1В або вертикальні, або горизонтальні. Колеса котяться по рейках без ковзання (рис.1).
Модуль «Динаміка матеріальної точки та механічної системи»

Варіант № 1

1. Теорема про рух центра мас системи. Закон збереження руху центра мас.
2. Момент інерції тіла відносно паралельних осей.
3. Тіло масою m у результаті поштовху пройшло по негладенькій площині за 5 с відстань s = 24,5 м і зупинилось. Визначити коефіцієнт тертя f.

Варіант № 2

1. Диференціальні рівняння руху механічної системи.
2. Загальне рівняння динаміки (принцип Даламбера-Лагранжа).
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3. Тіло масою m знаходиться на похилій площині, яка утворює кут α з вертикаллю. До тіла прикріплена пружина, жорсткість якої с. Пружина паралельна похилій площині. Знайти рівняння руху тіла, якщо в початковий момент воно було закріплене до кінця нерозтягнутої пружини, і йому була надана початкова швидкість 
[image: image1397.wmf]0

v

, напрямлена вниз по похилій площині (рис.1).

Варіант № 3

1. Момент кількості руху матеріальної точки відносно центра і осі. Теорема моментів для точки.
2. Друга задача динаміки точки. Методики її розв’язання у криволінійному русі точки.
3. Автомобіль масою m = 1000 кг рухається по випуклому мосту зі швидкістю v =10 м/с. Радіус кривизни на середині моста ρ = 50 м. Визначити силу тиску автомобіля на міст у момент проходження його через середину моста.

Варіант № 4

1. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у векторній, координатній і натуральній формах.
2. Робота сили. Потужність. 

3. Вантаж масою m1 = 2 кг, підвішений до пружини, коефіцієнт жорсткості якої с = 98 Н/м, перебуває у рівновазі. У деякий момент до вантажу m1 додали вантаж m2 = 0,8 кг. Визначити рівняння  руху і період коливань двох вантажів.

Варіант № 5

1. Кінетичний момент системи. Теорема моментів для механічної системи.
2. Закон вільних коливань матеріальної точки. Амплітуда, фаза та період коливань.
3. Камінь масою 0,3 кг, прив’язаний до нитки завдовжки 1 м, описує коло у вертикальній площині. Визначити найменшу кутову швидкість каменю, при якій відбувається розрив нитки, якщо опір розриванню дорівнює 9 Н.
Варіант № 6

1. Дві задачі динаміки матеріальної точки. Методика розв’язання першої задачі координатним і натуральним способами.
2. Кінетична енергія системи. Визначення кінетичної енергії поступального, обертального і плоскопаралельного рухів тіла.
3. Яким повинен бути коефіцієнт тертя f коліс загальмованого автомобіля, який рухається по дорозі, якщо при швидкості v = 20 м/с він зупиняється через 6 с після гальмування?
Варіант № 7

1. Кількість руху матеріальної точки. Імпульс сили. Теорема про зміну кількості руху точки.
2. Диференціальні рівняння обертального руху твердого тіла.
3. До однієї і тієї ж пружини підвісили спочатку вантаж вагою р, а іншого разу – вантаж вагою 3р. Визначити, у скільки разів зміниться період коливань. Знаючи коефіцієнт жорсткості пружини с, а також початкові умови (вантажі підвішувались до кінця нерозтягненої пружини і опускались без початкової швидкості), знайти рівняння руху вантажів.

Варіант № 8

1. Динаміка, закони динаміки. Принцип незалежності дії сил.
2. Коливальний рух матеріальної точки. Диференціальні рівняння вільних коливань при відсутності опору та його загальний розв’язок.
3. Важка точка піднімається по негладенькій похилій площині, яка утворює кут α = 300 з горизонтом. У початковий момент швидкість точки дорівнювала 15 м/с. Коефіцієнт тертя f = 0,1. Який шлях пройде точка до зупинки? За який час точка пройде цей шлях?

Варіант № 9

1. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки для її невільного руху. 
2. Принцип Даламбера. Головний вектор і головний момент сил інерції.

3. Граната масою 12 кг, яка летіла зі швидкістю 15 м/с, розірвалась у повітрі на дві частини. Швидкість осколка масою 8 кг зросла в напрямку руху до 25 м/с. Визначити швидкість іншого осколка.

Варіант № 10

1. Кількість руху механічної системи. Теорема про зміну кількості руху системи. Закон збереження кількості руху.

2. Диференціальні рівняння плоскопаралельного руху твердого тіла.

3. Снаряд масою 24 кг вилітає із дула гармати зі швидкістю 500 м/с. Довжина дула гармати 2 м. Яке середнє значення тиску газів на снаряд?

Варіант № 11

1. Принцип можливих переміщень.
2. Момент інерції тіла відносно осі. Радіус інерції.
3. Кулька масою 100 г падає під дією сили ваги і при цьому зазнає   опір   повітря.  Рух   кульки   виражається   рівнянням  х = 4,9t – 2,45(1 – е–2t), де х – у метрах, t – у секундах. Вісь Ох напрямлена вертикально вниз. Визначити силу опору повітря R і виразити її як функцію швидкості кульки.

Варіант № 12

1. Друга задача динаміки точки та загальна методика її розв’язання. Розв’язання другої задачі динаміки у прямолінійному русі точки.
2. Кінетична енергія системи. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи.
3. Однорідний круглий диск масою 50 кг і радіусом 30 см котиться без ковзання по горизонтальній площині, виконуючи 60 об/хв навколо своєї осі. Обчислити головний момент кількості руху диска відносно осей: 1) яка проходить через центр диска перпендикулярно площині руху, 2) відносно миттьової осі.

Варіант № 13
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1. Основний закон динаміки для відносного руху точки.

2. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки.

3. Колесо котиться без ковзання по горизонтальній прямій під дією сили 
[image: image1398.wmf]F

, яка зображена на рисунку 1. Знайти закон руху центра мас С колеса, якщо коефіцієнт тертя ковзання дорівнює f, а F = 6fР, де Р – вага колеса. У початковий момент колесо перебувало в спокої.

Варіант № 14

1. Механічна система. Класифікація сил, що діють на неї. Маса системи. Центр мас.
2. Вимушені коливання матеріальної точки. Явище резонансу.
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3. Два вантажі масами М1 і М2 з’єднані нерозтяжною ниткою, перекинутою через блок А, ковзаються по гладеньких бокових сторонах прямокутного клина, який спирається основою ВС на гладеньку горизонтальну площину. Знайти переміщення клина по горизонтальній площині при опусканні вантажу М1 на висоту h = 10 см. Маса клина М = 4М1 = 16М2, масою нитки і блоку знехтувати (рис.1). 
ПИТАННЯ ДО ПІДСУМКОВОГО КОНТРОЛЮ
Модуль «Статика абсолютно твердого тіла»
1. Технічна механіка і її місце серед інших наук. Основні історичні етапи її розвитку.
2. Основні поняття та визначення статики абсолютно твердого тіла (сила, система сил, вільне тіло, еквівалентні системи сил, зрівноважена система сил, рівнодійна та зрівноважуюча сили, внутрішні та зовнішні сили). Завдання статики.
3. Аксіоми статики.

4. В’язі та їх реакції. Приклади в’язей.

5. Геометричний спосіб додавання двох, трьох і багатьох сил. Рівнодійна збіжних сил. Розкладання сили на збіжні складові.

6. Проекція сили на вісь і площину. Аналітичний спосіб задання і додавання сил.

7. Геометричні й аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил. Теорема про три непаралельні сили.

8. Паралельні сили. Додавання двох паралельних сил, напрямлених в один бік.

9. Додавання двох паралельних сил, напрямлених у різні боки.

10. Додавання багатьох паралельних сил. Центр системи паралельних сил. Умови рівноваги системи паралельних сил.

11. Центр ваги твердого тіла. Координати центрів ваги однорідних тіл.

12. Пара сил. Момент пари як вектор.

13. Теорема про еквівалентність пар. Висновки з неї.

14. Додавання пар. Умова рівноваги системи пар.

15. Момент сили відносно центра (або точки). Теорема про паралельне перенесення сили.

16. Теорема про зведення системи сил до даного центра. Головний вектор та головний момент системи сил.

17. Умови рівноваги системи сил. Теорема про момент рівнодійної (теорема Варіньйона).

18. Алгебраїчні моменти сили і пари. Зведення плоскої системи сил до найпростішого вигляду.

19. Умови рівноваги плоскої та просторової систем сил. Випадок паралельних сил.

20. Момент сили відносно осі. Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил.

21. Зведення просторової системи сил до найпростішого вигляду.
22. Закони тертя ковзання. Реакція шорсткої в’язі. Кут тертя.

23. Рівновага тіла при наявності тертя.

Модуль «Кінематика матеріальної точки та твердого тіла»

1. Основні поняття та визначення кінематики (початковий момент часу, даний момент часу, траєкторія точки, система відліку, відстань та пройдений шлях). Завдання кінематики.

2. Способи задання руху точки.

3. Вектор швидкості та вектор прискорення точки.

4. Визначення швидкості та прискорення точки при координатному способі задання її руху.

5. Визначення швидкості та прискорення точки при натуральному способі задання її руху.

6. Поступальний рух твердого тіла. Теорема про траєкторії, швидкості та прискорення.

7. Обертальний рух твердого тіла. Кутова швидкість і кутове прискорення.

8. Швидкості й прискорення точок тіла, яке обертається навколо осі. Формула Ейлера.

9. Складний рух точки. Абсолютний, відносний і переносний рухи.

10. Теорема про додавання швидкостей у складному русі точки. Паралелограм швидкостей.

11. Теорема Коріоліса.

12. Рівняння плоскопаралельного руху. Розкладання плоскопаралельного руху на поступальний і обертальний.

13. Визначення швидкостей та прискорень точок тіла у його плоскопаралельному русі.

14. Миттьовий центр швидкостей. Способи його визначення. Теорема про проекції швидкостей двох точок плоскої фігури на пряму, що їх з’єднує.

15. Миттьовий центр прискорень.

16. Складний рух твердого тіла. Додавання поступальних рухів.

17. Додавання обертальних рухів навколо двох паралельних осей.

18. Додавання обертальних рухів навколо осей, які перетинаються.
Модуль «Динаміка матеріальної точки та механічної системи»
1. Закони динаміки. Принцип незалежності дії сил.

2. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у векторній, координатній і натуральній формах.

3. Дві задачі динаміки точки. Методика розв’язання першої задачі координатним і натуральним способами.

4. Загальна методика розв’язання другої задачі динаміки. Розв’язання другої задачі динаміки у прямолінійному русі точки.

5. Розв’язання другої задачі динаміки у криволінійному русі точки.

6. Диференціальні рівняння невільного руху матеріальної точки.

7. Основний закон динаміки для відносного руху точки.

8. Вільні коливання матеріальної точки.
9. Вимушені коливання матеріальної точки.

10. Механічна система. Класифікація сил, що діють на систему. Властивості внутрішніх сил.

11. Маса механічної системи. Центр мас.

12. Момент інерції тіла відносно осі. Радіус інерції.

13. Моменти інерції тіла відносно паралельних осей.

14. Кількість руху матеріальної точки. Імпульс сили. Теорема про зміну кількості руху точки.

15. Кількість руху механічної системи. Закон збереження кількості руху системи.

16. Момент кількості руху матеріальної точки відносно центра і осі. Теорема моментів для точки.

17. Кінетичний момент системи. Теорема моментів для механічної системи.

18. Робота сили. Потужність.

19. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки.

20. Кінетична енергія системи. Визначення кінетичної енергії тіла у поступальному, обертальному і плоскопаралельному рухах.

21. Теорема про зміну кінетичної енергії системи.

22. Теорема про рух центра мас системи. Закон збереження руху центра мас.

23. Диференціальне рівняння обертального руху тіла.

24. Диференціальні рівняння плоскопаралельного руху твердого тіла.

25. Принцип Даламбера. Головний вектор і головний момент сил інерції.

26. Принцип можливих переміщень.

27. Загальне рівняння динаміки (принцип Даламбера –Лагранжа).
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