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[bookmark: _Toc88157859]ВСТУП
Для успішної самореалізації особистості у сучасному житті необхідно мати базові знання з математики, а якщо зважати на те, що дуже багато професій так, чи інакше пов'язані з цією наукою,  то в цьому випадку необхідні більш повне опанування понять, законів, теорій і використання інноваційних технологій у навчанні та організації дослідницької і проектної діяльності у сфері математики, які призводять до формування високого рівня практичних компетентностей учня, орієнтованих на розвиток його особистості. 
Кожна людина після здобуття середньої освіти постає перед важливим вибором – вибором професії. Безперечним фактом є те, що необхідною умовою для вступу до вищих навчальних закладів є участь у зовнішньому незалежному оцінюванні (ЗНО), де обов’язковою вимогою випускників є складання тестування з математики. Результати ЗНО свідчать, що на сьогоднішній день багато випускників допускають помилки при розв‘язуванні рівнянь та нерівностей.
Знання різних методів розв‘язування рівнянь і нерівностей, безперечно, неабияк допоможе учням легше  і швидше розв‘язувати рівняння та нерівності, а також забезпечить можливість і вміння аналізувати використаний метод і сприятиме уникненню помилок під час розв’язування різноманітних задач.
У шкільному курсі алгебри рівняння займають важливе місце. Змістова лінія рівнянь і нерівностей заснована на побудові і вивченні математичних моделей, включає вироблення і вдосконалення техніки алгебраїчних перетворень для розв´язування рівнянь, нерівностей і систем. У процесі вивчення даної теми в учнів формуються здатності будувати і досліджувати математичні моделі під час розв´язування завдань з суміжних дисциплін. Значна більшість завдань про кількісні співвідношення і про просторові форми навколишньої дійсності вирішується за допомогою рівнянь. Рівняння є суттєвою частиною математичних засобів, що використовуються в математичному моделюванні.
Проблему підготовки учнів до складання ЗНО досліджували О. В. Школьний, О. В. Школьна, Ю. О. Захарійченко, Л. І. Захарійченко та інші. Дослідниками розроблено теоретико-методологічні засади оцінювання навчальних досягнень учнів з математики, розроблено низку навчальних посібників.
Проблеми методики навчання учнів розв´язування рівнянь і систем рівнянь досліджували І.А.Адров, І.В.Ромашко, С.В.Музичин, А.Н.Смоляков, П.Ф.Севрюков та інші. Зокрема, С.В.Музичин, А.Н.Смоляков і П.Ф.Севрюков досліджують методичні аспекти навчання учнів розв´язування тригонометричних рівнянь.
Мета дослідження – визначити стан розробки проблеми у навчально-методичній літературі, розкрити особливості методики навчання учнів розв´язувати рівняння під час підготовки до ЗНО в умовах змішаного навчання.
Об’єкт дослідження – процес навчання алгебри і початків аналізу в старшій школі.
Предмет - методика навчання старшокласників розв’язувати рівняння у процесі підготовки до складання ЗНО.
Для реалізації поставленої мети визначено такі завдання дослідження:
1. [bookmark: _Hlk87380627]На основі аналізу науково-педагогічної літератури з’ясувати стан розв’язання проблеми формування вміння в учнів старшої школи розв´язувати рівняння під час підготовки до ЗНО. 
2. Визначити суть поняття рівняння, їх класифікації, особливості розв’язування.
3. Проаналізувати завдання ЗНО на предмет наявності у них різного виду рівнянь.
4. Визначити психолого-педагогічні особливості старшокласників.
5. Розробити конспекти з даної теми для підготовки до ЗНО.
Методи дослідження. Для досягнення мети і розв’язання поставлених завдань у процесі роботи використовувалися теоретичні, загальнологічні та емпіричні методи і прийоми дослідження: аналіз наукової та навчально-методичної літератури, вивчення і узагальнення шкільної практики, аналіз власного практичного досвіду.
Робота складається зі вступу, двох розділів, висновків, списку використаних джерел.
Апробація результатів дослідження. Результати дослідницької роботи висвітлювались у доповідях на науково-практичних конференціях: звітної науково-практичної конференції здобувачів середньої, фахової передвищої і вищої освіти, аспірантів, молодих учених (м. Глухів, 11-12 березня 2021 р.), ІІІ Всеукраїнської студентської науково-практичної інтернет-конференції «Студентський науковий вимір проблем природничо-математичної освіти в контексті інтеграції України до єдиного європейського і світового освітнього простору» (14 квітня 2021), є опублікована теза на тему: «Особливості процесу підготовки учнів до складання ЗНО» [17].



[bookmark: _Toc88157860]Розділ I
 ЗМІСТОВА ЛІНІЯ «РІВНЯННЯ» У ЗАВДАННЯ ЗНО

1.1 [bookmark: _Toc88157861]Змістова лінія рівняння та нерівності у шкільному курсі математики
Цілі й пріоритети математичної освіти реалізуються в її змісті, що втілюється у таких навчальних курсах: базова школа – математика (5–6 кл.), алгебра (7– 9 кл.), геометрія (7–9 кл.); старша школа – математика (10–12 кл.), де в доцільній послідовності поєднуються теми з алгебри, початків аналізу, геометрії, комбінаторики, теорії ймовірностей, статистики. Вивчення математики в базовій школі має забезпечити базову математичну підготовку учнів, що спрямована на їх загальний розвиток, формування математичної грамотності та є достатньою для реалізації обраного шляху подальшого здобуття освіти. Зміст математичної освіти в базовій школі структурується за такими змістовими лініями: числа; вирази; рівняння і нерівності; функції; геометричні фігури; геометричні величини; елементи комбінаторики; початки теорії ймовірностей та елементи статистики. Кожна з них розвивається з урахуванням завдань вивчення математики на певному ступені шкільної математичної освіти, вікових особливостей і зумовлених ними навчальних можливостей школярів [15].
У шкільному курсі математики виділяють різні змістовно-методичні лінії. Точного визначення поняття «змістовно-методична лінія» не існує. Вважається, що осмислення реалізації математичної лінії пов'язане з аналізом шкільних підручників, відбором основного матеріалу лінії, його логічною організацією, математичними трактуваннями цього матеріалу і його зв'язками з іншим навчальним матеріалом [13]. У статті С. І. Дяченко [12] зазначається, що аналіз реалізації лінії пов'язаний з виділенням понятійного апарату лінії і трактуваннями основних понять, з класифікацією математичних задач лінії і методів їх розв’язання, з виділенням основних етапів формування даної лінії. «Реалізація змістовної методичної лінії вимагає: 
- визначення цілей вивчення лінії в кожному класі; 
- виділення понятійного апарату лінії; 
- виділення математичних методів реалізації лінії, логічних і змістовних обґрунтувань застосування того чи іншого методу; 
- розкриття сфери застосування вивченого матеріалу; 
- підбір засобів формування понятійного апарату лінії і методів застосування цього апарату для математики і її додатків; 
- розробку системи оцінок досягнутих результатів по вивченню лінії; 
- установку змістовних зв'язків з реалізації лінії між матеріалом різних класів» [10, с.57].
Лінія рівнянь є важливою змістовно-методичною лінією в курсі алгебри. Вона багата за змістом, способами та прийомами розв’язання рівнянь, за можливостями її застосування при вивченні ряду інших тем шкільного курсу алгебри. Це пояснюється тим, що рівняння широко використовуються в різних розділах математики, у вирішенні важливих прикладних задач.
Аналіз шкільних підручників і методичних посібників, присвячених методиці вивчення теми «Рівняння» в основній школі показав, що окремі питання методики навчання поняття рівняння і розв’язання конкретних рівнянь в шкільному курсі математики висвітлені досить повно. Одним із складних розділів лінії рівнянь є ірраціональні рівняння і нерівності, так як в школі їм приділяють достатньо мало уваги. Учні в недостатній мірі опановують умінням розв’язання рівняння, часто припускаються помилок при їх розв’язанні. Розв’язання рівнянь є обов'язковим елементом на ДПА в 9 класі і на ЗНО в 11 класі як на базовому, так і на профільному рівнях, і вони досить часто стають «каменем спотикання». Тому освоєння вміння розрізняти основні види рівнянь, вміння застосовувати необхідні прийоми і методи їх розв’язання дозволяє учням розв'язувати рівняння на свідомій основі, вибирати найбільш раціональний спосіб розв’язання, застосовувати різні способи розв’язання, в тому числі ті, які не розглянуті в шкільних підручниках.
Відомості про рівняння у шкільному курсі математики доповнюються поняттям рівносильних рівнянь. Процес розв’язування рівняння трактується як послідовна заміна даного рівняння рівносильними йому рівняннями. На основі узагальнення відомостей про рівняння, здобутих у попередні роки, вводиться поняття лінійного рівняння з однією змінною. Крім лінійних, передбачено вивчення квадратних рівнянь, рівнянь зі змінною в знаменнику та окремих видів рівнянь, що зводяться до квадратних. Розглядаються системи лінійних рівнянь та рівняння другого степеня з двома змінними. Щодо останніх, то увага зосереджується на системах, де одне рівняння – другого степеня, а друге – першого степеня. Передбачається розгляд лише простіших систем рівнянь, у яких обидва рівняння другого степеня.
Значне місце відводиться застосуванню рівнянь до розв’язування різноманітних задач. Важливе значення надається усвідомленому формуванню алгоритму розв’язування задачі за допомогою рівняння і його реалізації. Рівняння і задачі з їх допомогою розв’язують під час вивчення кожної теми програми. 
Елементарні відомості про числові нерівності доповнюються і розширюються за рахунок вивчення властивостей числових нерівностей, розгляду лінійних нерівностей з однією змінною та квадратних нерівностей і їх розв’язування. Розглядається розв’язування систем двох лінійних нерівностей з однією змінною [14].
Рівняння як загальноматематичне поняття багатоаспектне. Це можна проілюструвати, виділивши головні області виникнення і функціонування поняття «рівняння»:
• як засобу розв’язання текстових завдань;
• особливого роду формули, яка є в алгебрі об'єктом вивчення;
• рівняння, що є формулою [18].
Названим областям відповідають три основних напрямки розгортання лінії рівнянь і нерівностей в шкільному курсі алгебри.
1. Прикладна спрямованість. Будучи математичною моделлю реальних процесів, рівняння спочатку виникає як узагальнення методу розв’язання сюжетних завдань арифметичним способом, а потім використовується при вирішенні текстових завдань, фабула яких відображає різноманітні реальні процеси навколишнього світу і тісно пов'язана з вивченням багатьох предметів (хімія, біологія, фізика, економіка і ін.). Даний аспект лінії рівнянь і нерівностей багато в чому забезпечує мотивацію вивчення шкільного курсу математики в цілому, відображає зв'язок з лінією сюжетних завдань. При розв’язанні текстових завдань провідним апаратом є математичне моделювання, а одним із засобів побудови моделі і розв'язання проблемної ситуації в її рамках - рівняння, нерівності та їх системи.
2. Теоретико-математична спрямованість розкривається в двох аспектах:
• виділення і вивчення найбільш важливих класів рівнянь, нерівностей та систем;
• вивчення узагальнених понять, що відносяться до всієї лінії в цілому, що дозволяє сформувати узагальнений апарат теорії. Реалізуючи цей аспект, необхідно виділити загальні поняття лінії: невідоме, рівність, рівняння, корінь рівняння, нерівність, область або множина визначення рівнянь (нерівностей), система і сукупність рівнянь; система і сукупність нерівностей; множина рішень, рівносильність, логічний наслідок, загальні і особливі методи розв’язання.
Цей напрямок вказує на зв'язок з таким методологічним розділом, як «Елементи логіки».
3. Спрямованість на встановлення зв'язків з іншим змістом курсу математики. Лінія рівнянь і нерівностей тісно пов'язана з числовою лінією, причому цей зв'язок – двосторонній. Історія науки свідчить, що в ряді випадків необхідність розширення числових множин була пов'язана з розв’язанням рівняння (введенням ірраціональних і комплексних чисел). З іншого боку, розширення числової множини дозволяє складати і розв’язувати нові типи рівнянь, нерівностей та їх систем.
Лінія рівнянь і нерівностей також тісно пов'язана з функціональної лінією. Методи, розроблені в теорії рівнянь і нерівностей, застосовані до дослідження функцій (елементарні методи дослідження функцій з метою побудови графіка). Апарат лінії функції (графік і графічні уявлення) залучається до дослідження рівнянь, нерівностей та їх систем. Саме рівняння можна розглядати як рівність двох функцій.
Також слід особливо відзначити зв'язок даної лінії з теорією тотожних перетворень. Остання набуває зміст і сенс при вивченні рівносильних перетворень рівнянь і нерівностей. У свою чергу, володіння змістом лінії рівнянь і нерівностей дозволяє розширити список здійсненних перетворень. Так, вміння розв’язувати квадратні рівняння дозволяє здійснювати скорочення дробів, в чисельнику або знаменнику яких є квадратний тричлен.
Характеризуючи рівняння, потрібно враховувати різні боки цього поняття. Рівняння є деяким записом, складеним за певними правилами (синтаксичний підхід). Замінюючи в записі літери (змінні) конкретними числами, переходять до правильних або неправильних рівностей (висловлювань - логічний підхід). Вирази, що стоять в лівій і правій частинах рівняння, задають функції, значення яких пов'язані знаком «=» (функціональний підхід). Дії над рівняннями виконуються за деякими правилами (операційний підхід). Завдання «розв’язати рівняння» передбачає знаходження всіх його коренів (цільовий підхід).
На практиці поняття рівняння може бути введено за допомогою виділення його в результаті розв’язання задач алгебраїчним методом. В цьому випадку суттєвим є підхід до поняття рівняння, при якому рівняння являє непряму форму завдання деякого невідомого числа, що має відповідно до сюжету конкретну математичну інтерпретацію (модельний підхід). Зазначений спосіб введення поняття рівняння відповідає прикладному аспекту поняття рівняння, відбитому в наступному визначенні.
Рівність, що містить невідоме число, позначене буквою, називається рівнянням. Коренем рівняння називається те значення невідомого, при якому рівняння перетворюються у правильну рівність [17].
Існує інший варіант визначення рівняння: «Рівність зі змінною називається рівнянням. Значення змінної, при якому рівність зі змінною перетворюється на правильну числову рівність, називається коренем рівняння». Це визначення характеризує рівняння як предикат особливого виду, а корінь рівняння - число з множиною істинності цього предиката. Термін «рівняння» несе в собі ознаки знакового компонента, а термін «корінь рівняння» враховує смисловий компонент.
Можна зустріти і третій варіант визначення, роль якого проявляється при вивченні графічного методу розв’язання рівнянь: «Рівняння – це рівність двох функцій».
Кожне з наведених визначень задає досить широкі класи математичних об'єктів, до яких відносяться і записи:
[image: ]
Якщо першу рівність можна віднести до рівнянь особливого виду, то друге швидше буде тотожністю, а третє – рівнянням кривої. Один і той же запис в залежності від контексту може відображати і розв’язок рівняння, і тотожність, і рівняння кривої.
 Внаслідок складності дефініції поняття рівняння в методиці навчання математики зустрічається думка, що не обов'язково формулювати визначення поняття рівняння. Досить, якщо учні будуть розуміти, що значить «розв’язати рівняння» [16]. Різні варіанти визначення терміна «розв’язати рівняння» відрізняються лише наявністю або відсутністю терміну «множина».
[bookmark: _Hlk87379822]Зв'язок основних понять лінії рівнянь відображений на схемі (рис 1.1).
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Рис. 1.1  Зв'язок основних понять лінії рівнянь
Аналогічні розглянутим вище визначення можуть бути дані означення нерівностям, рівнянням з декількома невідомими, системам рівнянь і нерівностей.
Класифікація рівнянь і нерівностей (рис 1.2) тісно пов'язана з конкретними функціями, що вивчаються в шкільному курсі математики. Відповідно до цього виділяються певні види рівнянь. Аналогічна класифікація використовується і для нерівностей [17].
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[bookmark: _Hlk87379860]Рис.1.2  Класифікація рівнянь
Відносно формування поняття рівносильності і його застосування навчальні посібники можна розділити на дві групи. До першої належать ті посібники, в яких використання рівносильних перетворень явно засноване на введенні і вивченні поняття рівносильності; до другої - ті, в яких застосування рівносильних перетворень передує визначенню поняття рівносильності.
Методика роботи над поняттям при зазначених підходах істотно відрізняється.
У шкільному курсі математики можна виділити три етапи, пов'язаних з розглядом цього питання.
По-перше, на пропедевтичному етапі в початковому курсі математики і на початку вивчення алгебри розв’язуються найпростіші рівняння. Використовувані перетворення отримують індуктивне обґрунтування. У міру накопичення досвіду індуктивні міркування частіше замінюються такими, де рівносильність використовується, але сам термін не вводиться.
По-друге, виділяється поняття рівносильності і зіставляється його теоретичний зміст з правилами перетворень, які виводяться на його основі.
По-третє, на основі загального поняття рівносильності відбувається розгортання і загальної теорії, і теорії окремих класів рівнянь і нерівностей. Це характерно для старших класів при вивченні курсу «Алгебра і початки аналізу», а також має місце і в основній школі в класах поглибленого вивчення математики.
У процесі розв’язання рівнянь також використовується поняття логічного слідування, яке вивчається пізніше поняття рівносильности і є доповненням до нього. Логічне слідування застосовується в основному тоді, коли не вдається знайти варіант рівносильного перетворення. Рідше, коли дотримання вимоги рівносильності призводить до громіздких перетворень, логічне слідування використовується як прийом, що спрощує процес розв’язання.
Виділяються три основних типи перетворень.
1. Перетворення однієї з частин рівняння або нерівності. Використовується при необхідності спрощення виразу в якійсь з частин рівняння або нерівності. Є можливість переходу до нерівносильної моделі. Основою перетворень даного типу є тотожні перетворення, тому класифікувати їх можна відповідно до класифікації тотожних перетворень (розкриття дужок, зведення подібних, приведення до спільного знаменника і ін.).
2. Узгоджена зміна обох частин рівняння (нерівності). На основі основних властивостей числових рівностей (нерівностей) формулюються основні властивості рівності (нерівностей) з одним невідомим, наприклад (для рівняння):
· до обох частин рівняння можна додавати (віднімати) одне і те ж число;
· обидві частини рівняння можна помножити або розділити на одне й те саме число, не рівне нулю.
· 3. Перетворення, які змінюють логічну структуру. Можна виділити два підтипи:
· перетворення, які здійснюються на основі властивостей арифметичних операцій. До них можна віднести перехід від рівняння до сукупності рівнянь після попереднього розкладання на множники; перехід від рівняння до системи після прирівнювання суми квадратів виразів до нуля; почленне додавання, множення, ділення рівнянь, нерівностей і т.д .;
· перетворення, здійснювані за допомогою логічних операцій. Прикладами їх є виділення з системи одного з компонентів, заміна змінних.
Існують різні трактування поняття рівняння: рівність, що містить невідоме число; рівність із змінною; рівність двох функцій. Рівняння класифікуються по виду функцій, що вивчаються в школі.
У шкільних підручниках рівносильні перетворення використовуються при розв’язуванні рівнянь (нерівностей) після (або до) введення поняття рівносильності.
При розв’язанні рівнянь і нерівностей використовують або перетворення однієї з їх частин, або узгоджена зміна обох частин, або перетворення, які змінюють їх логічну структуру.
Розв’язання рівнянь і нерівностей тісно пов'язане з вивченням властивостей функцій. Зокрема, на властивості функцій спираються графічний метод розв’язання рівнянь і нерівностей і метод інтервалів.

[bookmark: _Toc88157862] 1.2 Основні способи розв’язування рівнянь
Орієнтація навчального процесу на особистість передбачає підвищення якості математичної підготовки учнів. Тому одним з важливих питань є питання оволодіння вчителями методикою підготовки учнів до зовнішнього незалежного оцінювання. Розв’язання цього питання дає змогу здійснити об’єктивну оцінку підвищення якості загальної середньої освіти учнів, забезпечити усім бажаючим можливість вступу до ВНЗ та створити передумови для входження України у європейський освітній простір. Така система оцінювання є більш прозорою та відкритою, на відміну від традиційної. Перспектива зовнішнього незалежного оцінювання стимулює учнів краще вчитися, а не сподіватися на сторонню допомогу. Надзвичайно важливим є пошук і впровадження у загальноосвітні навчальні заклади альтернативних форм, методів і засобів, впровадження сучасних методів і технологій для якісної підготовки школярів до зовнішнього незалежного оцінювання.
Теорія рівнянь в шкільному курсі математики займає провідне місце. Це пов’язано з тим, що більшість задач прикладного змісту зводяться до розв’язування різних видів рівнянь.
Виділеним областям виникнення і функціонування поняття рівняння в алгебрі відповідають три основні напрямки розгортання лінії рівнянь і нерівностей в шкільному курсі математики.
Прикладна спрямованість лінії рівнянь і нерівностей основної школи розкривається головним чином при розв’язуванні прикладних задач. Цей метод широко застосовується в шкільній математиці, оскільки він пов'язаний з навчанням прийомів, що використовуються в застосуваннях математики.
Теоретико-математична спрямованість лінії рівнянь і нерівностей розкривається в двох аспектах: по-перше, у вивченні найважливіших класів рівнянь, нерівностей і їх систем і, по-друге, у вивченні узагальнених понять і методів, що відносяться до лінії в цілому. Обидва ці аспекти необхідні в курсі математики основної школи. Основні класи рівнянь і нерівностей пов'язані з найпростішими і одночасно найважливішими математичними моделями. Використання узагальнених понять і методів дозволяє логічно упорядкувати вивчення лінії в цілому оскільки вони описують те загальне, що є в процедурах і прийомах розв’язання, що відносяться до окремих класів рівнянь, нерівностей, систем. У свою чергу, ці загальні поняття і методи опираються на основні логічні поняття: невідоме, рівність, рівносильність, логічну послідовність, які також повинні бути розкриті в лінії рівнянь і нерівностей.
Для лінії рівнянь і нерівностей характерний напрямок на встановлення зв'язків з рештою змісту курсу математики. Ця лінія тісно пов'язана з числовою лінією. Основна ідея, реалізовується в процесі встановлення взаємозв'язку цих ліній, – це ідея послідовного розширення числової множини. 
Спрямованість на встановлення зв’язків з іншим змістом курсу математики:
а) з числовою лінією – це ідея послідовного розширення числової системи. Всі числові області (за винятком області всіх дійсних чисел) виникають в зв’язку з розв’язуванням будь-яких рівнянь, систем. Зв’язок з числовою лінією двосторонній.
б) з функціональною лінією – застосування методів, які розглядаються в лінії рівнянь, до дослідження функції (наприклад, до завдань на знаходження області визначення деяких функцій, їх коренів, проміжків незмінності знаку і т.п.). З іншої сторони, функціональна лінія чинить великий вплив як на зміст лінії рівнянь, так і на стиль її вивчення. Зокрема, функціональні зображення є основою залучення графічної наочності до розв’язання і дослідження рівнянь і їх систем.
в) з алгоритмічною лінією – в можливості використання її понять для опису алгоритмів розв’язання рівнянь, і їх систем різних класів.
Рівняння складають одну із основних змістовно-методичних ліній шкільного курсу алгебри. Вони є засобом розширення, поглиблення і закріплення теоретичних знань учнів. Апарат рівнянь широко використовується при розв’язуванні математичних задач. Наприклад, при знаходженні області визначення, при побудові графіків функцій, при розв’язуванні геометричних задач. Вивчаються раціональні рівняння після вивчення відсотків, основних задач на відсотки, складних відсотків.
Процес розв'язування рівнянь полягає в тому, щоб дане рівняння за допомогою перетворень звести до простішого, методи розв'язування якого відомі. Так, розв'язуючи тригонометричні, показникові, логарифмічні рівняння, слід за допомогою певних методів (уведення нової змінної, потенціювання, логарифмування) звести такі рівняння до раціонального. Тому вміти розв'язувати раціональні рівняння важливо, бо до них зводяться всі інші рівняння.
Для актуалізації опорних знань і вмінь учням необхідно повторити основні методи і способи розв’язування рівнянь. 
1. Раціональні рівняння.
Дано рівняння


Це рівняння – раціональне. Оскільки добуток дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли хоча б один із множників дорівнює нулю, то слід прирівняти до нуля кожен множник і розв'язати два рівняння:


і 
Розкладання на множники – це один із методів розв'язування раціональних рівнянь.
А як розв'язати раціональне рівняння

,

в якому вираз зустрічається двічі? 
Можна ввести нову змінну 

.
Введення нової змінної – ще один із методів розв'язування раціональних рівнянь. Це рівняння ціле раціональне чи дробово-раціональне?
Дробово-раціональне, оскільки в знаменнику міститься вираз із зміною.
А з чого б ви розпочали розв'язувати таке рівняння?


Зі знаходження ОДЗ: , .
Правильно, це перший етап, другий – безпосереднє розв'язування рівняння, а третій? 
Із знайдених значень змінної виключити ті, що не входять до ОДЗ.
2. Рівняння, що містять змінну під знаком модуля. 
Як розв'язати рівняння


||-?
Треба розкрити знак модуля.
Пригадаємо означення модуля:


|| = 
Для розв'язання цього рівняння необхідно розглянути два випадки:

1) якщо  то рівняння має вигляд



2) якщо то рівняння має вигляд


Як розв'язати рівняння

?
Способом винесення спільного множника за дужки.
Далі розглянемо рівняння

|| = 5
Пам'ятаємо, що 

|| = 
Матимемо сукупність:



    
Однак можна піднести обидві частини рівняння до квадрата, але потім зробити перевірку.
3. Ірраціональні рівняння.
Ірраціональними називають рівняння, в яких невідома величина розміщена під знаком кореня певного степеня. Найпростіші ірраціональні рівняння розв'язуються або піднесенням до степеня, або заміною. Складніші ірраціональні рівняння зводяться до попередніх деякими штучними методами. Наприклад, таке на перший погляд складне рівняння
[image: ]
Для кращого засвоєння матеріалу учнями, можна запропонувати записати рівняння у два стовпчики: у перший – ті, які розв'язуються способом піднесення обох частин рівняння до степеня, у другий – ті, що доцільно розв'язати способом введення нової змінної.
Варто зазначити, що при розв'язуванні ірраціональних рівнянь необхідно визначати область допустимих значень. Крім того, варто робити перевірку, підставляючи знайдені значення невідомих у вихідне рівняння, оскільки при піднесенні до степеня ми збільшуємо степінь рівняння, що може привести до появи сторонніх коренів.
Приклад 1. Знайти розв'язок рівняння
[image: ірраціональне рівняння, приклад]
Розв'язання: Знаходимо область допустимих значень
[image: область допустимих значень]
Підносимо обидві частини рівняння до квадрату та розв'язуємо
[image: ]
[image: ]
Отримали один розв'язок x=3.
Приклад 2. Розв'язати рівняння
[image: ірраціональне рівняння, приклад]
Розв'язання: Область допустимих значень для даного рівняння в простий спосіб знайти не вдасться, тому виконаємо розв'язання, після чого перевіримо підстановкою отримані корені.
Підносимо обидві частини рівняння до квадрату
[image: ]
[image: ]
Даний вираз більшість учнів спростила би на x та підносила до квадрату. Але це було б неправильно.
На x ділити можна коли він приймає ненульове значення. В даному випадку x=0 буде розв'язком рівняння, в чому легко переконатися
[image: ]
Після того, як ми це врахували можна продовжувати обчислення
[image: обчислення]
[image: обчислення]
[image: обчислення]
Виконуємо перевірку
[image: ]
Отримали два корені рівняння x=0, x=6.
Приклад 3. Знайти розв'язок рівняння
[image: ірраціональне рівняння, приклад]
Розв'язання: Підносити до квадрату обидві сторони в подібних рівняннях не потрібно. Для спрощення робимо заміну
[image: заміна]
Рівняння перетвориться на наступне
[image: ]
Множимо на змінну y і переписуємо у вигляді квадратного рівняння
[image: ]
Теорема Вієта дає нам два однакові корені
[image: ]
Повертаємося до заміни та знаходимо розв'язок
[image: ]
[image: ]
Значення x=5/3 задовольняє рівняння.


1) ;

2);

3) ;

4);

5) ;

6) .
Починати розв'язання ірраціонального рівняння слід зі знаходження ОДЗ. Взагалі кажучи, можна і не знаходити ОДЗ, однак в кінці розв'язання обов'язково слід зробити перевірку.
4. Показникові рівняння.
Показниковими називають рівняння, в яких невідома величина міститься в показнику степеня, при цьому основа степеня не містить невідомої величини. Саме просте показникове рівняння ax=b розв'язують логарифмуванням x=log[a](b).
Основним способом розв'язування показникових рівнянь є введення нової змінної.
Розв'яжемо рівняння

.
Треба звести рівняння до однієї основи усі степені зі змінною в показнику:

, а далі виконати заміну змінної, і розв'язати квадратне рівняння.
Логарифмування – це ще один із способів розв'язування показникових рівнянь.
5. Логарифмічні рівняння.
Логарифмічними рівняннями називаються рівняння, що містять невідому величину під знаком логарифма або його основі (або в обох місцях одночасно). Їх легко звести до квадратних чи степеневих рівнянь відносно змінної, якщо знати властивості логарифма. Розв'яжемо рівняння.

=5.


Дамо пояснення.
Оскільки  то  
Але можна записати число 5 як , тоді матимемо:

= .
Перехід від рівняння
, 

де а>0, адо рівняння


є загальним способом розв'язування логарифмічних рівнянь.
Якщо не врахувати ОДЗ рівняння, то перехід не виявиться рівносильним, і тому потрібна обов'язкова перевірка знайдених коренів. Якщо ж врахувати ОДЗ, то такий перехід не призведе до появи сторонніх коренів.
Розглянемо рівняння


ОДЗ даного рівняння:


Дане рівняння можна записати так:


Використовуючи властивості логарифмів, враховуючи ОДЗ, знак модуля можна опустити. Дане рівняння можна розв'язати способом введення нової змінної.
Розглянемо рівняння


Чи можна його розв'язати тими методами, які ми проаналізували? 
Оскільки логарифм міститься у показнику степеня, то слід застосувати спосіб логарифмування. Але варто переконатися, що логарифми від обох частин існують. ОДЗ даного рівняння:

 
За такої умови ліва та права частина є виразами, що набувають тільки додатних значень, тому їх логарифми існують. Дане рівняння краще логарифмувати за основою 3:



,

,

,

,

 - це значення змінної задовольняє ОДЗ рівняння.

Відповідь. 
Основі напрями розгортання лінії рівнянь в шкільному курсі математики: прикладна спрямованість лінії рівнянь розкривається головним чином при вивченні алгебраїчного методу розв’язування текстових задач; теоретично-математична спрямованість лінії рівнянь розкривається в двох аспектах: а) вивчення найбільш важливих класів рівнянь і їх систем; б) в вивченні узагальнених понять і методів, які відносяться до лінії в цілому (невідоме, рівність, рівносильність, логічне слідування і ін.).
Для підготовки учня до ЗНО необхідно узагальнити й систематизувати методи та способи розв'язування рівнянь різних типів; вдосконалити вміння та навички учнів розв'язувати рівняння; розвивати методи й прийоми розумової діяльності, навички самоконтролю та самооцінювання; виховувати емоційну врівноваженість, вольові риси характеру, наполегливість, старанність у навчанні.

[bookmark: _Toc88157863]1.3 Аналіз завдань ЗНО на предмет наявності у них різного виду рівнянь

Запровадження з 2006 року зовнішнього незалежного оцінювання навчальних досягнень випускників загальноосвітніх навчальних закладів України, які виявили бажання вступити до вищих закладів освіти, є прикладом успішної реформи в освіті України. З набранням чинності 6 вересня 2014 року Закону України «Про вищу освіту», на дев’ятому році існування ЗНО в Україні, розпочався новий етап його розвитку, пов’язаний із визнанням на законодавчому рівні обов’язкового використання результатів ЗНО для прийому до вищих навчальних закладів на конкурсній основі [9]. Стаття 45 цього закону визначає, що «зовнішнє незалежне оцінювання – це оцінювання результатів навчання, здобутих на певному освітньому рівні, яке здійснюється спеціально уповноваженою державою установою», що в свою чергу надає широкі можливості для проведення оцінювання навчальних досягнень учнів не лише на етапі завершення здобуття ними повної загальної середньої освіти, але й початкової та базової загальної середньої освіти. Розширення меж застосування зовнішнього незалежного оцінювання потребує аналізу поточного стану системи ЗНО в Україні з метою ефективного використання отриманого досвіду. 
Програма ЗНО з математики включає наступні теми з розв’язання рівнянь, нерівностей та їхніх систем:
· Лінійні, квадратні, раціональні, ірраціональні, показникові, логарифмічні, тригонометричні рівняння. 
· Лінійні, квадратні, показникові, логарифмічні, нерівності. Системи лінійних рівнянь і нерівностей. 
· Системи квадратних рівнянь. 
· Розв’язування текстових задач за допомогою рівнянь та їхніх систем.
З 2017 року зовнішнє незалежне оцінювання стало обов´язковим для випускників 11 класу. Змінилася як процедура здачі екзаменів, так і критерії оцінювання. Оцінювання завдань ЗНО відбувається дещо інакше, ніж оцінювання випускних екзаменів.
Завдання для зовнішнього незалежного оцінювання подаються у різному вигляді: тест, задача, приклад, нерівність, рівняння тощо.
Проаналізувавши збірники завдань для ЗНО [48, 49, 50], ми прийшли до висновку, що види рівнянь, які наявні у завданнях для ЗНО, відповідають основним видам рівнянь з шкільної програми:
· лінійні рівняння;
· системи лінійних рівнянь;
· показникові рівняння;
· степеневі рівняння; 
· логарифмічні рівняння;
· складні показникові рівняння.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2007 року, ми виявили, що з 38 завдань лише 7 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо на прикладі декілька з них.
Наприклад: 
Збірник ЗНО 2007 р.
Завдання 8. Розв’яжіть рівняння  ?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати найпростіші тригонометричні рівняння. 
Розв´язання. Спочатку знаходимо ОДЗ, відокремлюємо , застосовуємо зворотну тригонометричну функцію arctg(), отримуємо  = arctg(), використовуючи таблицю значень тригонометричних функцій знаходимо значення arctg(),  = . Оскільки  періодична функція, для визначених всіх розв’язків додаємо період πn, k∈Z. Помножимо обидві частини рівняння на 2, отримуємо , n∈Z. Знаходимо перетин множини розвязків та області допустимих значень. 
Відповідь: .
Завдання 13. Розв’яжіть рівняння ?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати найпростіші показникові рівняння. 
Розв´язання. Зведемо до однакової основи обидві частини рівняння використовуючи формулу . Отримуємо , скорочуємо перший дріб на 3 і обчислюємо добуток, щоб помножити степені з однаковою основою, основу залишаємо без змін, а показники додаємо  , отримуємо  , оскільки основи однакові, прирівняємо степені  
Відповідь: .
Завдання 14. Укажіть, скільки дійсних коренів має рівняння
 ?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати степеневі рівняння та рівняння з модулями.
Розв´язання. За властивістю модуля числа: 
1) при 

 (
не належить 
[0; +∞).
)	
Рівняння має два корені.
2) При 
 не належить (-∞; 0).
Рівняння не має коренів.
Отже, при всіх значеннях х рівняння має 2 корені.
Відповідь: 2 корені.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2008 року, ми виявили, що з 36 завдань лише 7 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо на прикладі декілька з них.
Наприклад: 
Збірник ЗНО 2008 р.
Завдання 8. Обчисліть ?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати рівняння, що містять тригонометричні вирази.
Розв´язання. Спростимо за формулою різниці квадратів
:

Спростимо вираз  за допомогою формули 
, а вираз  за допомогою формули . Отримуємо

Відповідь: .
Завдання 15. Укажіть корінь рівняння |x2-6x|=9, який належить проміжку (-2;1].
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати рівняння з модулем.
Розв´язання. З рівності |x2-6x|=9 маємо, що x2-6x = ±9. Тоді маємо два рівняння: x2-6x+9=0 та x2-6x-9=0. Перше має єдиний корінь х=3, який не належить заданому проміжку, а друге має корені x1,2=[image: https://latex.codecogs.com/gif.latex?\frac%7b6\pm6\sqrt%7b2%7d%7d%7b2%7d=3\pm3\sqrt%7b2%7d]. [image: https://latex.codecogs.com/gif.latex?3+3\sqrt%7b2%7d] більше за 3, а отже не належить даному проміжку. [image: https://latex.codecogs.com/gif.latex?3-3\sqrt%7b2%7d] менше 0 та більше -1,5, тому задовольняє умові.
Відповідь: [image: https://latex.codecogs.com/gif.latex?3-3\sqrt%7b2%7d].
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2009 року, ми виявили, що з 30 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. 
Наприклад: 
Збірник ЗНО 2009 р.
Завдання 17. Розв’яжіть рівняння 2 sin x=1?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати тригонометричні рівняння. 
Розв´язання. 
         ,  ,
         
         
Відповідь: 
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2010 року, ми виявили, що з 36 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2010 р.
Завдання 15. Якому з наведених проміжків належить корінь рівняння ?
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати показникові рівняння, порівнювати раціональні числа.
Розв´язання.  , запишемо число 8 у вигляді степеня з основою 2, 
 , використовуючи формулу , перетворимо вираз
  , отримуємо , оскільки основи однакові прирівняємо степені . Корінь належить проміжку (-4; -2].
Відповідь: (-4; -2].
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2011 року, ми виявили, що з 35 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2011 р.
Завдання 35. Знайдіть найменше значення a, при якому має розв’язки рівняння  ?
Теоретична база. Завдання перевіряє знання методів розв’язування раціональних, ірраціональних і трансцендентних рівнянь, нерівностей та їх систем, уміння розв’язувати рівняння з параметром. 
Розв´язання. 
 
 ,
Використовуємо метод допоміжного кута. Отримаємо:


Тригонометричне рівняння має корені, якщо .
    

Розв’яжемо кожну нерівність:
1) 


[image: ]
2) 



[image: ]
Знайдемо розв’язок системи нерівностей
[image: ]
 ∪ 
Найменше значення а при якому рівняння має розв’язки a = -3,5.
Відповідь: -3,5.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2012 року, ми виявили, що з 32 завдань лише 2 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2012 р.
Завдання 27. Розв’яжіть систему рівнянь  ​. Запишіть у відповідь добуток x0​⋅y0​, якщо пара (x0​ ; y0) є розв’язком цієї системи рівнянь.
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати системи рівнянь.
Розв´язання. 
Знаходимо ОДЗ:  ,
Розв’яжемо методом підстановки:
З першого рівняння виразимо х і підставимо його у друге.
  
(-6;3) – розв’язок системи.
Добуток x0​⋅y0 =-6*3=-18.
Відповідь: -18.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2013 року, ми виявили, що з 33 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2013 р.
Завдання 9. Розв'яжіть систему рівнянь 
Для одержаного розв'язку (x0 ; y0) системи знайдіть суму розв'язків (x0 + y0 ).
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати лінійні рівняння та їх системи.
Розв´язання. 
Домножимо обидві частини другого рівняння на -2: 

Додамо до першого рівняння друге (тобто, розв’яжемо систему методом додавання): 

Одержали розв’язок (x0 ; y0) = (5; -1). Тоді (x0 + y0 ) = 5 + (-1) = 4.
Відповідь: 4.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2014 року, ми виявили, що з 34 завдань 5 завдань пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2014 р.
Завдання 29.  Розв'яжіть рівняння . Якщо рівняння має єдиний корінь, запишіть його у відповіді. Якщо рівняння має кілька коренів, запишіть у відповіді їхню суму.
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати логарифмічні рівняння.
Розв´язання. ОДЗ цього рівняння визначається системою 
Врахуємо, що логарифмічна функція визначена лише для додатних значень аргументу). Задане рівняння на ОДЗ рівносильне рівнянню: 
звідси х1 =1, х2 =-1,6. Значення х1 =1,
що не задовольняє ОДЗ рівняння, не є коренем заданого рівняння; значення  х2= -1,6 задовольняє ОДЗ, отже, є єдиним коренем заданого рівняння.
Відповідь: -1,6.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2015 року, ми виявили, що з 30 завдань 5 завдань пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2015 р.
Завдання 28.  Розв’яжіть рівняння  Якщо рівняння має один корінь, то запишіть його у відповіді, якщо рівняння має кілька коренів, то у відповіді запишіть їхню суму. Якщо рівняння не має коренів, запишіть у відповіді число 100.
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати логарифмічні рівняння за допомогою заміни, після чого рівняння зводиться до квадратного.
Розв’язання. Зробимо заміну  Тоді рівняння у нових змінних набуває вигляду  за теоремою Вієта корені цього рівняння мають задовольняти рівності  Отже 
Повертаємось до заміни:  
Звідки 
Отже, задане рівняння має два корені, їх сума дорівнює 0,04 + 5 = 5,04.
Відповідь: 5,04.
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2016 року, ми виявили, що з 33 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2016 р.
Завдання 18.  Розв’яжіть рівняння 
Теоретична база. Завдання перевіряє знання співвідношень між тригонометричними функціями одного аргумента та вміння розв’язувати тригонометричні рівняння.
Розв’язання. Оскільки  то вихідне рівняння запишемо у вигляді:  звідки  
Розв’язком такого рівняння є  Оскільки  то остаточно отримаємо 
Відповідь:
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2017 року, ми виявили, що з 33 завдань лише 3 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. Розглянемо приклад.
Збірник ЗНО 2017 р.
Завдання 9. Укажіть проміжок, якому належить корінь рівняння
 
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати ірраціональні рівняння, знаходити область визначення функції, знання методів розв’язування ірраціональних рівнянь.
Розв’язання. Підносимо обидві частини рівняння до квадрата. Отримали рівняння, яке є наслідком даного: 6 – 4х = 16, –4х = 10, х = -2,5. Перевірка показує, що х = -2,5 є коренем даного рівняння: 

Корінь рівняння належить проміжку [-3; 1). 
Відповідь: [-3; 1). 
Проаналізувавши варіанти завдань для ЗНО 2018 року, ми виявили, що з 33 завдань лише 2 завдання пов´язані з розв´язуванням рівнянь. З 33 завдань для ЗНО 2019 року лише 4 завдання пов´язані з рівняннями. З 33 завдань для ЗНО 2020 року 5 пов´язані з рівняннями.
Наприклад: 
Збірник ЗНО 2018 р.
Завдання 5. Якому проміжку належить корінь рівняння ?
Теоретична база. Лінійні рівняння, розв´язування рівнянь виду . 
Розв´язання. Переносимо 3 вправо. 



Вибираємо проміжок з запропонованих. 
Відповідь: [2; 4).
Завдання 7. Вкажіть число, що є коренем рівняння 
Теоретична база. Поняття логарифма. Логарифм числа – це степінь, до якого треба піднести число (основу логарифма), щоб отримати підлогарифмічний вираз. Логарифмічні рівняння можуть бути двох видів: 1) невідомим є основа логарифма; 2) невідомим є підлогарифмічний вираз. 
Розв´язання. 



Відповідь: 
Завдання 16. Розв´яжіть систему рівнянь

Для одержаного розв´язку вкажіть добуток .
Теоретична база. Лінійні рівняння. Лінійне рівняння – це таке рівняння, в якому невідоме має 1-й степінь. Система лінійних рівнянь з двома змінними – це система, яка складається з 2 рівнянь, змінні в яких мають перший степінь. Розв´язуються такі рівняння методом підстановки. З одного з рівнянь знаходимо вираз, щоб замінити ним змінну у другому рівнянні. Отримуємо рівняння з однією змінною, яке і розв´язуємо. Далі підставляємо отримане значення змінної у друге рівняння і знаходимо другу змінну.
Розв´язання. 








Відповідь: .
Збірник ЗНО 2019 р.
Завдання 20. Якому з наведених проміжків належить корінь рівняння
  ?
Теоретична база. Поняття степеня. Степенева функція. Це рівняння належить до степеневих рівнянь. Розв´язуються такі рівняння приведенням до однакової основи степеня. Далі прирівнюються показники обох виразів і знаходиться значення х.
Розв´язання. Зводимо степені до однієї основи:






Вибираємо відповідний проміжок з запропонованих варіантів: [1;2).
Відповідь: [1; 2).
Збірник ЗНО 2020 р.
Завдання 4. Яке з наведених чисел є коренем рівняння 
Теоретична база. Завдання перевіряє вміння розв’язувати лінійні рівняння. 
Розв´язання. 
Помножимо обидві частини рівняння на 3.
5х + 8 = 3, 5х = -5, х = -1. 
Вибираємо відповідний варіант розв´язку: -1.
Відповідь: х=-1.
Завдання 17. Не обчислюючи дикримінант, знайдіть корені квадратного рівняння: . 
Теоретична база. Квадратні рівняння. Зведене квадратне рівняння – це квадратне рівняння, коефіцієнт а=1. Теорема Вієта. Розв´язування рівнянь за допомогою теореми Вієта:


Розв´язання. Застосуємо теорему Вієта: 


З наведених рівнянь зрозуміло, що х1=6, х2=2. 
Відповідь: 2; 6.
[bookmark: _Hlk82292536]Завдання . Розв´яжіть рівняння 
Теоретична база. Рівняння. Показникові рівняння. Складні показникові рівняння. 
Розв´язання. Зводимо це рівняння до основи степеня, що дорівнює 2:


Замінимо змінну:

Рівняння набуде вигляду:

Дане рівняння розв´язується так, як і звичайне квадратне рівняння:



Для нас підходить . 
Обчислюємо корені рівняння:


Відповідь: .
Збірник ЗНО 2021 р.
Завдання . Знайти побудувати графік функці

Розв’язання. Дослідження функції на  побудову на його основі графіка можна виконувати за такою схемою:
1. Знайти область визначення функції. 
2. Дослідити функцію на парність, непарність, періодичність;
3. Знайти проміжки зростання, спадання та екстремуми функції.
4. Дослідити характер опуклості функції та знайти точки перегину.
4. Знайти асимптоти графіка функції.
5. Знайти точки перетину графіка функції з осями координат та проміжки знакосталості функції.
6. Використовуючи результати дослідження й обчисливши ряд точок, будуємо графік функції.
1. Область визначення функції D(f) = R.
2. Функція неперіодична, ні парна, ні непарна, бо
 i y(-x) .
3. 

x1= –2,  x2= –1

Рівняння займають незначне місце у завданнях для ЗНО з математики (3-7 завдань з 33). З огляду на важливість цієї теми такої кількості рівнянь мало, варто очікувати на збільшення кількості завдань з рівняннями у зовнішньому незалежному оцінюванні. 
Проаналізувавши зміст завдань для ЗНО, ми прийшли до висновку, що завдання з рівняннями поділяються на кілька типів: 
· завдання на знаходження проміжку, якому належать корінь або корені рівняння;
· завдання на знаходження області допустимих розв´язків рівняння;
· завдання на розв´язування системи рівнянь графічним методом;
· завдання на розв´язування системи рівнянь аналітичним методом;
· завдання на розв´язування складних показникових, логарифмічних рівнянь.
Відповідно різні рівняння розв´язуються різними методами. 
Лінійні рівняння розв´язують за допомогою синтетичного та аналітичного методів. 
Системи лінійних рівнянь розв´язують методом підстановки, графічним методом.
Показникові рівняння розв´язують зведенням до однакової основи або прирівнянням до 1.
Складні показникові рівняння (рівняння в яких невідома величина міститься в показнику степеня, при цьому основа степеня не містить невідомої величини) розв´язують методом підстановки. Квадратні рівняння розв´язують за допомогою дискримінанта. Зведені квадратні рівняння розв´язують за допомогою теореми Вієта. Неповні квадратні рівняння розв´язують розбиттям на множники. Логарифмічні рівняння розв´язують зведенням до однакової основи логарифма. Складні логарифмічні рівняння розв´язують методом підстановки.

[bookmark: _Toc88157864]1.4. Психолого-педагогічні особливості старшокласників
Учні старшої школи перебувають у межах пубертатного періоду, тому для вивчення особливостей формування  в них умінь розв’язувати рівняння важливо дослідити психолого-педагогічні аспекти підліткового періоду, за якого відбувається перехід від молодшого шкільного віку до початку ранньої юності. Учні підліткового віку є майбутніми активними учасниками соціальних процесів. Ефективність формування вмінь у їхньому віці залежить від розуміння психологічних процесів, властивих особистості підлітка. 
Підлітковий вік – це старший шкільний вік, у якому виявляються, з одного боку, процеси соціалізації, а з іншого – індивідуалізації, що вказує на його суперечливість. Основними суперечностями в цьому віці є перехід від дитинства до дорослості (поєднуються особливості двох вікових періодів, що демонструє маргінальність особистості); нерівномірність розвитку фізіологічної, інтелектуальної та соціальної зрілості; вік соціалізації та індивідуалізації особистості. Ці суперечності спричиняють низку проблемних моментів, а саме, виникає питання, чи є він стабільним, або кризовим, окрім того, у психології відомі різні погляди й підходи до його вікових меж [1, с. 212]. 
Сучасна психологія не має чіткого єдиного погляду на межі підліткового віку. За твердженням К. М. Поліванової [2] вікові орієнтири в сучасному суспільстві розмиваються, їх пов’язано з хронологічними подіями, віхами та лініями життя людини. На думку Л. В. Виготського, це можна пояснити зміною системи потягів і прагнень підлітків, які залежать не лише від розвитку людини, а й від суспільства, яке впливає на неї. 
Проблеми зміни вікових періодів пов’язано з питаннями соціальної ситуації розвитку, провідної діяльності й психічних новоутворень вікових періодів. Недостатність спільної діяльності як організованої активності індивідів, які взаємодіють на відтворення об’єктів культури є однією з причин подовження підліткового віку й перенесення професійного самовизначення з 14 – 15 років до закінчення школи. 
У процесі створення вікової періодизації Д. Б. Ельконін орієнтувався на поняття провідна діяльність, розроблене О. М. Леонтьєвим, тобто, вчений підкреслював, що для кожної вікової групи є система різних видів діяльності, з-поміж яких основне місце посідає провідна діяльність. Провідною є діяльність, яка є основною за значенням для психічного розвитку [20]. 
У працях Л. С. Виготського для пубертатного періоду виокремлено такі фази, пов’язані зі змінами інтересів: негативна (згортання попередньої системи інтересів, що спричиняє вияви негативної поведінки: погіршення навчання, дратівливість, незадоволеність собою, занепокоєння); позитивна (зародження нових інтересів, зацікавленість психологічними переживаннями інших людей і своїми власними) [19]. 
За твердженням О. І. Бедлінського [3] конструювання є провідною діяльністю підліткового віку. У структурі процесу творчого конструювання можна виокремити такі цикли: розуміння вимог в умові задачі; побудова задуму розв’язання (проєктування); досягнення підтвердження чи спростування правильності задуму. Творче конструювання підлітків можна реалізовувати такими способами: у процесі побудови об’єктів матеріального світу; конструювання соціальних відносин; конструювання-пізнання (конструювання природних об’єктів і явищ спрямоване на пізнання навколишньої дійсності). 
З-поміж описаних підходів для нашого дослідження важливим є підхід 
Д. Б. Ельконіна, який поділяв підлітковий вік на два етапи: молодший (12 – 14 років) та старший (15 – 17 років), тому виникає потреба більш детально розкрити зміст пізнавальних психічних особливостей, властивих для цих вікових груп. 
Зазначимо, що основними завданнями розвитку дітей підліткового віку є володіння базовими шкільними знаннями й уміннями; формування вміння навчатись у школі; розвиток навчальної мотивації та інтересу; вироблення навичок спільної діяльності з однолітками та правильної оцінки своїх результатів порівняно з іншими; формування вмінь досягати успіху й правильно ставитися до невдач; вироблення уявлення про себе як людину з великими можливостями для розвитку. 
Старший підлітковий вік 
Пізнавальні мотиви, які властиві старшим підліткам: творчий пізнавальний інтерес; зорієнтованість на оволодіння способами самостійного засвоєння знань; інтерес до процесу самостійного здобуття знань; прагнення до самоосвіти, вивчення власних можливостей; навчання для задоволення цікавості, загальне заохочення активності. 
Соціальні мотиви: отримати схвалення від навколишніх; навчатися, щоб поважати себе; потреба в співробітництві для отримання задоволення від цього процесу; бажання підготуватися до майбутньої професійної діяльності; почуття відповідальності, бажання виконати свій обов’язок. 
Старший підлітковий вік особливий соціальною ситуацією розвитку: 
перед підлітком постає завдання професійного самовизначення, тому провідною діяльністю на цьому етапі є навчальна, професійно спрямована. Основною метою самовизначення є формування готовності до свідомої побудови, корекції перспектив свого професійного, життєвого й особистісного розвитку, що вимагає значного самоаналізу та раціонального співвіднесення власних інтересів, можливостей і здатностей з потрібними для обраної професії. 
Старший підлітковий вік характеризується остаточним переходом до дорослості. Підлітковий досвід є недостатнім, а дорослий ще не набуто. 
Особливості віку. Підвищена потреба в емоційних контактах, інтенсивна соціалізація, що співіснує одночасно з бажанням індивідуалізації. Активний пошук друзів, швидка зміна симпатій. Конфлікти, примирення, полярне мислення. Світосприйняття підлітка ґрунтується на вірі в те, що він не зробить помилок, на відміну від дорослих, оскільки мудріший від навколишніх. Старший підлітковий вік особливо важливий для формування моральних переконань, цінностей і ставлення до світу. 
Основне новоутворення самосвідомості – це почуття дорослості, бажання відчувати себе рівним з дорослими. Воно визначає напрям розвитку й зміст активності, емоційних реакцій [14]. 
Складність взаємовідносин підлітка й дорослого полягає в бажанні самостійності, проте водночас у результаті виникнення труднощів, тривоги він чекає від дорослих допомоги й підтримки. 
Основне новоутворення – потреба в самовизначенні Я-концепції, система цінностей, цілей у житті. Самооцінка не змінюється, спостерігається низький рівень внутрішнього конфлікту цінностей. 
Сприйняття і памʼять – процеси, які залежать від освітнього процесу. У процесі сприймання матеріалу підліток цілісно віддзеркалює предмет або явище, що виникає під час безпосередньої дії подразника на рецепторну поверхню. Цілеспрямоване сприйняття все ж вибіркове, а його діяльність є аналітико-синтетичною. 
Унаслідок ускладнення навчального матеріалу вдосконалюється робота пам’яті. Розвивається логічна памʼять, її домінування сповільнює розвиток механічної пам’яті, також залучається довільна й опосередкована пам’ять. Довільна памʼять переважає в навчанні, однак матеріал, який викликає емоційне ставлення, фіксується мимовільно. Пам’ять збільшується в об’ємі, ґрунтується на логічних операціях, запам’ятовування і відтворення стають більш усвідомленими. Зростає інтерес підлітка до покращення запам’ятовування. 
Уява сприяє виявам творчості підлітка, він конструює, малює, від процесу фантазування він отримує задоволення. У своїх фантазіях підліток краще розуміє свої бажання, емоції, уявляє своє майбутнє. Зближення теоретичного мислення й уяви дає поштовх для творчої активності підлітка. 
Мовлення розвивається, учень формує усні виступи, намагається вести роздуми, висловлювати думки. 
Мислення в старшому підлітковому віці продовжує розвиватися зокрема формується теоретичне і логічне мислення. У старшого підлітку виявляється здатність оперувати гіпотезами під час розв’язування задач та аналізувати абстрактні ідеї, шукати помилки. Розвиток інтелекту дає змогу учням думати про майбутнє, формувати більш свідомий погляд на світ, унаслідок чого відбувається становлення світогляду [5]. Теоретичне мислення ґрунтується на оперуванні поняттями, переході від одного судження до іншого. Підлітки формулюють гіпотези, класифікують і порівнюють поняття, відшукують аналогії, узагальнюють. 
Також наявні такі зміни в мисленні: перехід від наочного й предметного мислення до формального та абстрактного; оволодіння розгорнутими розмірковуваннями; оволодіння здатністю систематично будувати гіпотези, робити висновки, перевіряти їх істинність; реалізовувати власно створені задуми, виконуючи роль автора проєктивної діяльності; здійснювати самоаналіз своїх розумових операцій [6]. 
Важливим новоутворенням у пізнавальній сфері старшого підлітка є становлення формально-логічного інтелекту, гіпотетико-дедуктивного мислення, дивергентного мислення, рефлексії. Навчальну діяльність спрямовано на саморозвиток і самоосвіту. 
Окрім того, удосконалюється творче мислення завдяки символічному мисленню, яке стає більш зрілим. Воно ґрунтується на поєднанні теоретичної, символічної, емпіричної, аналітико-синтетичної й абстрактнологічної форм мисленнєвої діяльності. Творчу діяльність виконують не лише під впливом спонтанних мотивів, а й на основі творчих цілей. 
Суттєвою рисою, що характеризує мислення старшого підлітка, є його критичність, що виявляється в бажанні до самостійного вивчення фактів, самостійної їх оцінки. Ця риса зумовлює в подальшому вироблення власних думок, поглядів, переконань. 
Викладені вище положення дозволяють стверджувати, що система задач для учнів старшого підліткового віку під час вивчення математики, зокрема алгебри у 10 – 11 класах, має містити задачі, які: 
· [bookmark: _Hlk87380183]дозволяють учням самостійно планувати навчальну діяльність; 
· дають змогу застосувати інтуїцію, установити власне ставлення до ситуації, описаної у фабулі задачі; 
· містять повідомлення (інформаційний ресурс), що формує здатність сприймати й розрізняти реальне та нереальне; 
· дозволяють максимально застосувати свої інтелектуальні можливості; 
· вимагають застосування нових знань у ситуаціях з життя, які демонструють практичне значення матеріалу. 
Слід також звернути увагу, що провідною мисленнєвою дією під час виконання учнями молодшого та старшого підліткового віку математичного моделювання є абстрагування. У працях Е. Н. Кабанової-Меллер [7] представлено види абстрагування, властиві для процесу моделювання: ізолююче (виокремлюються лише суттєві для дослідження властивості об’єкта, а несуттєві відкидаються); підкреслююче (суттєві для дослідження властивості виокремлюються, а несуттєві стають фоном); розчленоване (суттєві властивості виокремлюються, а несуттєві є відокремленими і сприймаються як часткові випадки). 
Для цього віку найбільш вдалими формами роботи є робота в групах (метод «навчаючи вчусь», метод проєктів), уроки-конкурси (урок-вікторина, урок-брейн-ринг та ін.), квести. 
На цьому віковому періоді важливо формувати поняття про етапи математичного моделювання, уміння будувати математичні моделі до задач. Цей період навчання передбачає створення для учнів ситуацій, у яких вони можуть самостійно виявити себе. Доцільно використовувати форми роботи з написання науково-дослідницьких робіт, створення прикладних задач. Учні цієї вікової групи узагальнюють свої знання про математичні моделі і їх види та етапи математичного моделювання, використовують ІКТ для їх створення. 
У науковій літературі розмежовують три стилі математичного мислення, характерні для учнів старшого підліткового віку: візуальний (розуміння математичних фактів та зв’язків за допомогою ілюстративних уявлень, учні з таким стилем мислення більше зосереджуються на реальних ситуаціях); аналітичний (осмислення математичних фактів через символічні чи словесні форми представлення, учні з таким стилем мислення зосереджуються на математизації фактів); інтегрований (учні здатні поєднувати візуальні й аналітичні стилі мислення на однаковому рівні) [8]. 
Отже, вплив на підлітка буде успішним, якщо вчитель враховуватиме всі зміни, які спостерігаються в цьому періоді. Підлітку потрібно відчувати, що він може поділитися з учителем своїми поглядами й бути впевненим, що дорослий його підтримає та зрозуміє. Учителеві важливо підтримувати індивідуальні підходи учнів у процесі моделювання; чітко знати межі втручання, тобто повинна бути продумана стратегія втручання в процес, коли учень самостійно розв’язує рівняння; знати способи підтримки стратегії, яку обрав учень. Представлені вище особливості підліткового віку покладено в основу нашого дослідження. 



[bookmark: _Toc88157865]Розділ II
 ОРГАНІЗАЦІЯ ПОВТОРЕННЯ СТАРШОКЛАСНИКАМИ ЗМІСТОВОЇ ЛІНІЇ «РІВНЯННЯ»

[bookmark: _Toc88157866]2.1. Робочий зошит «Рівняння»
У даному розділі  міститься узагальнений теоретичний матеріал по темі «Рівняння», визначено вид рівняння та особливості їх розв’язування. Продемонстровані розв’язані задачі та підібрані задачі для самостійного розв’язування. Працюючи з даним зошитом учні мають змогу відтворити всі основні відомості з теми, розібратися із способами розв’язування рівнянь кожного виду. 
[bookmark: OLE_LINK132][bookmark: OLE_LINK133]Практичні заняття зі змістового модулю «Рівняння»
Даний модуль складається з шести тем практичних занять, на яких розглядаються загальна теорія, види рівнянь та специфіка їх розв’язання.
В  практичних роботах теоретичний матеріал поданий, в основному,  у вигляді таблиці, проте при розглядувані деяких тем,  доцільно його подати у вигляді тексту у зв’язку з великим обсягом матеріалу. В даній частині розглянемо одне із практичних занять, всі решта розміщено в додатку А.
Тема: Рівняння вищих степенів.
Теоретичні питання.
1. Види рівнянь вищих степенів.
2. Теорема Безу.
3. Схема Горнера.
4. Теорема Гаусса.
5. Метод Кардано.
6. Метод Феррарі.
Теоретичні відомості
Різні способи розв’язування алгебраїчних рівнянь вищих степенів.
1. Розкладання на множники з допомогою групування
Рівняння вищих степенів доцільно групувати таким чином, щоб можна було винести спільний множник за дужки.
Приклад 1. Розглянемо рівняння  .
Розв’язання. Групуємо перші два і останні два члени
 , , .
Відповідь: .
Приклад 2. Розглянемо рівняння  .
Розв’язання. Віднімемо і додамо , а число 20 розіб’ємо на два доданки 16 і 4.

Рівняння розпадається на два рівняння

	 .
Відповідь: .
2. Використання формул скороченого множення
Приклад 3. Розв’язати рівняння
 .
Розв’язання. Розкладемо рівняння як різницю квадратів
 .
Рівняння розпадається на два рівняння
 ,  
 ,  .
Відповідь: , .
Приклад 4. Розв’яжемо рівняння
 .
Розв’язання. Розкладемо ліву і праву частину рівняння на множники

Отримаємо .
Рівняння розпадається на два рівняння
,  
,  .
Відповідь: , .
3. Виділення повного квадрата або куба двочлена
Приклад 5. Розв’яжемо рівняння
 .
Розв’язання. Виділимо повні квадрати
 .
 , .
Отримаємо рівняння


[bookmark: OLE_LINK58][bookmark: OLE_LINK59]  ;

   .

Відповідь: .
Приклад 6. Розв’яжемо рівняння
 .
Розв’язання. Виділимо повний куб двочлена
 , , .
3.1. При виділенні повного кубу, коли кубічні рівняння можна перетворити до вигляду
 , або 
можна попередньо знайти число . З розкладань


знаходимо  за формулою
.                                     (2.1)
Приклад 7. Розв’яжемо рівняння  .
Розв’язання. Знаходимо  з формули (2.1.)

і випливає використати розкладання
 .
Запишемо рівняння у вигляді
 , ,
 , .
Відповідь. .
Приклад 8. Розв’яжемо рівняння
 .
Розв’язання. Знаходимо  з рівняння (2.1)

Використаємо розкладання куба суми
 .
Помножимо початкове рівняння  на 9.
 Отримаємо
 , ,
 , .
Відповідь. .
Приклад 9. Розв’яжемо рівняння  .
Знаходимо  з рівняння (2.1.)
 .
Використаємо розкладання 
 .
Початкове рівняння можна переписати у вигляді
 , .
 , .
Відповідь. .
4. Схема Горнера
Розділимо многочлен  на двочлен . Отримаємо
	–
	
	
	

	
	
	
	

	–
	
	
	

	–
	
	
	

	–
	
	
	

	
	                                     26
	
	



Це ділення можна здійснити за схемою Горнера
	
	– 1
	1
	– 4
	6

	х = 2
	2  2 – 1 = 3
	2  3 + 1 = 7
	2  7 – 4 = 10
	2  10 + 6 = 26



Коефіцієнти частки  і залишок від ділення 26 знаходиться на схемі Горнера.
Приклад 10. Розв’яжемо рівняння  .
Розв’язання. Раціональні корені рівняння можуть бути лише дільниками числа 6, так як . За схемою Горнера знаходимо
	
	– 4
	1
	6

	х = – 1
	– 5
	6
	0

	х = 2
	– 3
	0
	

	х = 3
	0
	
	


Це означає, що коренями рівняння буде . Якщо корінь вибраний невдало, те останнє число в рядку не буде дорівнювати нулю.
Відповідь. .
Приклад 11. Розв’язати рівняння за схемою Горнера ,
Розв’язання. 
	
	– 2
	– 18
	-6
	9

	х = 1
	– 1
	– 19
	-25
	1

	х = – 1
	– 3
	– 15
	9
	0

	х = 3
	1
	– 15
	-54
	-153

	х= – 3
	– 5
	-3
	3
	0


З схеми видно, що корені ,  вибрані невдало і коренями будуть , . Часткою від ділення буде многочлен . Рівняння  маємо корені .
Відповідь. , , .
5. Використання теореми Гаусса
Якщо многочлен не має раціональних коренів, то використання схеми Горнера даремне, так як неможливо угадати ірраціональні корені. У цьому випадку можна спробувати розкласти многочлен з цілими коефіцієнтами на квадратні множники з цілими коефіцієнтами.
Приклад 12. Розв’язати рівняння
 .
Розв'язання. Це рівняння не має раціональних коренів. Розкладемо многочлен на два квадратні множника з цілими коефіцієнтами
 .
Розкриваючи дужки і прирівнюючи коефіцієнти при однакових ступенях , приходимо до системи рівнянь

Отут  — цілі числа. З останнього рівняння знаходимо, що можливі випадки
1) , 2) , 3) , 4) ,
5) , 6) , 7) , 8) .
випадки 1 – 4 повторюють випадки 5 – 6. Тому будемо розглядати лише випадки 1 – 4.
1) . 
З системи рівнянь

знаходимо .
Оскільки  не являється цілим числом, то розклад на квадратичні множники з цілими коефіцієнтами неможливі.
2) . 
З системи рівнянь

знаходимо .
Число  не являється цілим числом.
3) . 
З системи рівнянь

знаходимо .
Число  не являється цілим числом.
4) . 
З системи рівнянь

знаходимо .
Перевіримо виконане рівняння , . Отримаємо розкладання на множники

і розв'яжемо квадратні рівняння.
 ,  ,
 ,  .
Коренями рівняння являються ірраціональні числа.
Відповідь. , .
Викладений спосіб розкладання на множники можна застосовувати і у випадку, коли рівняння має раціональні корені.
Приклад 13. Розв’язати рівняння
 .
Розв'язання. Шукаємо розклад на квадратні множники
 .
Приходимо до системи рівнянь для цілих коефіцієнтів .

Пробуємо випадки . Приходимо до системи рівнянь

з яких знаходимо розклад на множники
.
,  ,
,  .
Відповідь. , .
6. Рівняння, зведені до квадратних рівнянь
Укажемо типи рівнянь, які зводяться до квадратних.
Двочленні рівняння. Двочленними називаються рівняння виду , . Розв’язування таких рівнянь полягає  в розкладанні рівняння на множники.
Приклад 14. Розв’язати рівняння .
Розв’язання. , , .
Відповідь. .
Тричленні рівняння. Тричленними рівняннями називаються рівняння виду
 , .
Заміна  зводить тричленні рівняння до квадратного.
Приклад 15. Розв’язати рівняння .
Розв’язання. Внесемо заміну , , , 
, ,
, .
Відповідь. , .
При  тричленне рівняння називається біквадратним.
Приклад 16. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Внесемо заміну , , , , ,
, .
Відповідь. , .
7. Заміна в рівнянні
Приклад 17. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Покладемо  і отримаємо квадратні рівняння
, , ,
, ; , .
Відповідь. .
8. Попереднє перетворення рівнянь
Рівняння вигляду
 .
Поділимо чисельник і знаменник дробу на 

і заміною  зводимо рівняння до квадратного рівняння.
Приклад 18. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Поділимо чисельник і знаменник на 
 .
Заміна  зводить до квадратного рівняння
 , .
Знаходимо розв'язок рівняння
 , .
 , .
Відповідь. .
Приклад 19. Розв’язати рівняння .
Розв’язання. Поділимо чисельник і знаменник дробів на  ≠0
 .
Заміна  приводити до рівняння
, , .
, .
, , .
Відповідь. , .
9. Рівняння вигляду
,                   (2.2)
Групуємо члени
 .
Заміна  зводиться до квадратного рівняння
 .
Приклад 20. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Розкладемо на множники  .
Оскільки , те групуємо перший і останній множник і середні множники
, , ,
, .
, ,
 , .
Відповідь. .
Приклад 21. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Щоб звести до рівняння вигляду (2.2) помножимо третій і четвертий множники на 2 і 6. Отримаємо
 .
Оскільки 5 + 5 = 4 + 6, то групуємо перші і останні множники
 .
Позначимо , , 
, ,
, , .
Відповідь. .
Приклад 22. Розв’язати рівняння .
Розв’язання. Приводимо рівняння до вигляду (2.2)
 .
Оскільки – 1 – 4 = – 2 – 3, то групуємо граничні і середні членуй
 .
 , , .
Розв’яжемо рівняння
 , , 
 , , .
Відповідь. , .
10. Рівняння вигляду
                                  (2.3)
Поділимо рівняння на  і отримаємо рівняння
 .
Заміна  приводимо рівняння до квадратного
 .
Приклад 23. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Рівняння не має кореня , поділимо рівняння на 
 .
Виконаємо заміну . Отримаємо квадратне рівняння
 , .
Розв’яжемо рівняння
 , 
 , .
Відповідь. .
Приклад 24. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Щоб звести рівняння до рівняння вигляду (2.3) впровадимо , . Отримаємо  .
Поділимо рівняння на 
 .
Покладемо рівняння на  і отримаємо квадратне рівняння , .
Розв’яжемо рівняння
 , , ,
 , , .
Відповідь. , .
11. Рівняння вигляду
                             (2.4)
Поділимо дві частини рівняння на . Отримаємо рівняння
 .
яку заміною  зводиться до квадратного
 .
Приклад 25. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Поділимо рівняння на 
 .
Заміна  приводимо до квадратного рівняння
 , , .
Розв’яжемо рівняння
, ,
, .
Відповідь. , .
12. Зворотні (симетричні) рівняння
Рівняння вигляду   називається зворотним. 
Воно зводиться до квадратного рівняння заміною . Поділимо рівняння на . Отримаємо: 
 .     .
Після заміни отримаємо квадратне рівняння
 .
Приклад 26. Розв’язати зворотне рівняння  .
Розв’язання. Поділимо рівняння на  і покладемо .
 ,  .
Розв’яжемо рівняння , ,  , .
Відповідь. , .
Приклад 27. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Заміна  приводити це рівняння до квадратного
 , .
Розв’яжемо рівняння
 , ,
 , .
Відповідь. .
13. Заміна вигляду
                                           (2.5)
Приклад 28. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Виконаємо заміну змінних
 , , , .
Вихідне рівняння зводиться до квадратного
 , .
Розв’яжемо рівняння
 , ,
 , .
14. Розглянемо загальне рівняння четвертого порядку

і знайдемо умови коли можна виконати заміну вигляду (2.5).
Поділимо рівняння на . Отримаємо рівняння
 .
Якщо ввести  позначення , то рівняння набуває вигляду
 .
У рівнянні можна виконати заміну, якщо
	                                               (2.6)
Приклад 29. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Маємо . Умову (2.6) виконано. Поділимо рівняння на 
 .
Після заміни ,  отримаємо рівняння
 , .
Розв’яжемо рівняння
 , ,
 , .
Відповідь. , .
15. Алгебраїчне рівняння четвертого степеня  називається зворотним, якщо коефіцієнти рівняння зв’язані рівняннями
 , .
Зворотне рівняння має вигляд
 .
Після ділення на  отримаємо рівняння
 .
Заміна  зводимо рівняння до квадратного
 .
16. Однорідні рівняння
Рівняння вигляду
                          (2.7)
називається однорідним. Якщо многочлен  не має спільних коренів, то поділимо рівняння (2.7) на  або  і зводимо рівняння (2.7) до квадратного
 , .
Приклад 30. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Поділимо рівняння на  і отримаємо квадратне рівняння  , .
З рівнянь знаходимо корені
, , ,
, , .
Відповідь. , .
17. Рівняння виду , де вираз  ділиться на  .
Це рівняння зводиться до однорідного.
Приклад 31. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Різниця  ділиться  на .
Рівняння можна записати у виді

або 
 .
Поділимо рівняння на  й отримаємо квадратне рівняння
 .
Знаходимо . Розв’язуємо  рівняння

 .

Відповідь.  
Приклад 32. Розв’язати  рівняння .
Розв’язання. Рівняння можна записати у виді однорідного
 .
Поділимо рівняння на 
 .
Замінюючи   приходимо до квадратного рівняння
 .
Розв’язуємо рівняння

 .

Відповідь.  .
18. Рівняння виду 
Зводиться до біквадратного рівняння заміною
 .
Приклад 33. Розв’язати рівняння .

Розв’язання. Уводимо заміну . Одержимо рівняння . Розкриваючи дужки, одержимо рівняння
 .

Відповідь. .
Приклад 34. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Покладемо заміну .
Одержимо рівняння  або .
Після скорочення на  одержимо біквадратне рівняння
 .
 .
Остаточно знаходимо значення :
 .
Відповідь. .
19. Рівняння виду 
Розв’язується виділенням повного квадрата.

 .
Приклад 35. Розв’язати квадратне рівняння  .
Розв’язання. Запишемо рівняння у виді
 ,
 .
Замінюючи  , отримаємо квадратне рівняння
 .
Розв’яжемо рівняння 

.

Відповідь. .
Приклад 36. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Виділимо повний квадрат
 ,
 
замінивши , одержимо квадратне рівняння
 .

.


Відповідь.  .
20. Метод Кардано для кубічного рівняння
Під час розв’язування кубічного рівняння  заміна дозволяє привести рівняння до виду . Його розв’язок шукаємо у вигляді суми 
,
.
Рівняння зводимо до системи рівнянь
 .
Оскільки , те одержимо рівняння . Виключаємо невідоме 
 .
З квадратного рівняння знаходимо , а потім .
Приклад 37. Розв’язати  рівняння  .
Розв’язання. Покладаючи , приходимо до рівняння

Зводимо рівняння до системи рівнянь


З рівняння  знаходимо  .
З квадратного рівняння  знаходимо .
1)  ;
2)  .
При  і при  одержуємо одне значення . Інші розв’язки  знаходяться при використанні комплексних чисел.

Відповідь. .
Приклади для самостійного розв’язування
Розв’язати рівняння                                                  Відповіді
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[bookmark: _Hlk88152516]Тема: Дробово – раціональні рівняння
Теоретичні питання
1. Дробово – раціональні рівняння.
2. Метод зведення до спільного знаменника.
3. Метод заміни змінної.
Теоретичні відомості
Дробово - раціональне  рівняння – це рівняння, у якого ліва або права частина, або обидві — дробові вирази. 
Для розв’язання дробово – раціонального рівняння використовують метод зведення до спільного знаменника:
1) знайти ОДЗ;
2) перенести всі доданки в один бік;  
   3) звести їх до спільного знаменника;
   	4) до одержаного рівняння виду [image: ] (де а і b — деякі цілі вирази) застосувати умову рівності дробу нулю;
         5)  знайти корені чисельника;
         6) перевірити, чи не дорівнює знаменник нулю при цих значеннях невідомого;
         7)  записати відповідь. 
Також дробово - раціональні рівняння доцільно розв’язувати методом заміни змінної, при цьому виконують такі дії:
1) перенести все в одну сторону;
2) звести подібні, при цьому врахувавши ОДЗ;
3) ввести заміну;
4) розв’язати отримане рівняння;
5) підставити отримані розв’язки в заміну;
6) знайти розв’язки рівняння врахувавши ОДЗ.

Приклад 1. Розв’язати рівняння   


Розв’язання. ОДЗ: ,  . 



,  ,  

Відповідь: 
Приклад 2. Розв’язати рівняння на множині дійсних чисел: 

    
Розв’язання.

ОДЗ:  
Перейдемо до спільного знаменника 










Немає дійсних розв’язків.
Відповідь: немає дійсних розв’язків.

[bookmark: OLE_LINK251][bookmark: OLE_LINK252]Приклад 3. Розв’язати рівняння .

Розв’язання. Узявши , дістаємо систему рівнянь



Нехай . Тоді дістанемо систему рівнянь:




   ,

.

Знаходимо  із систем рівнянь:

1) 

2) 


Відповідь: , .
[bookmark: _Hlk88152528]Приклади для самостійного розв’язання
1. 

.                                                                  
2. 

.                                         
3. 

.                                         
4. 

.                                                                  
5. 

.                                                    
6. 

.                                                     
7. 

                              
8. 

                                                    
9. 

                                                      
10. 

                                   
11. 

                                                              
12. 

                                                      
13. 

                                                                
14. 

                                          
15. 

                                                                 
[bookmark: OLE_LINK27]

[bookmark: _Hlk88152572]Тема: Ірраціональні рівняння
Теоретичні питання
1. Види ірраціональних рівнянь.
2. Способи розв’язування ірраціональних рівнянь.
Рівняння, у яких невідоме міститься під знаком кореня, називають ірраціональними.
Таблиця 2.1
Способи розв’язування ірраціональних рівнянь
	Вид рівняння
	Спосіб розв’язання 

	

,  або  
	Треба піднести обидві частини рівняння до n-го степеня. Але якщо піднести обидві частини рівняння до парного степеня, можуть з’явитися сторонні корені, отже треба зробити перевірку.

	

	


	

	


	Якщо рівняння містить вирази 


і 
	




Можна використати рівність     для тих значень х, при яких . Введемо нову змінну , . Дістанемо .

	
.
	Треба скористатися тотожністю  




	
           1. Розв’язання ірраціональних рівнянь із відшуканням ОДЗ.

Приклад 1. Розв’язати рівняння.







Розв’язання. Знаходимо корені рівнянь  і : , , . Корінь  сторонній, оскільки він не входить в ОДЗ .


Відповідь. , .
2. Розв’язання ірраціональних рівнянь піднесенням до квадрату                      обох частин.

Приклад 2. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:



 звідки. Значення  не є коренем рівняння, оскільки при х = 0 обидва підкореневі вирази від’ємні.

Відповідь. .

Приклад 3. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Підносимо обидві частини рівняння до квадрата:



звідки відразу знаходимо , а далі після відповідних перетворень маємо:

.


Відповідь. , .
3. Метод заміни.

Приклад 4. Розв’язати рівняння .




Розв'язання. Позначивши , дістанемо рівняння  або  звідки . 
Повертаючись до початкових позначень, маємо:

.

Відповідь. 

Приклад 5. Розв’язати рівняння .

Розв'язання. Позначивши , дістанемо рівняння


 або 

 звідки . Повертаючись до початкових позначень, маємо:


 .

Відповідь. .

Приклад 6. Розв’язати рівняння .



Розв'язання. Позначивши >0, дістанемо рівняння  , звідки .
Повертаючись до початкових позначень, маємо:

;

.


Відповідь. , .
4. Метод виділення повного квадрату.

Приклад  7. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Виділимо під радикалами повний квадрат

,

.






Розв’язуючи це рівняння на проміжках    , знаходимо корені , .


Відповідь. , .

Приклад 8. Розв’язати рівняння .


Розв'язання. Позначивши , дістанемо рівняння .

Звідси випливає: .
[bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]5. Множення обох частин рівняння на вираз, спряжений до виразу в лівій частині.
Приклад  9. Розв’язати рівняння 

.                                  (2.8)
Розв'язання. Помножимо обидві частини рівняння на вираз, спряжений до виразу в лівій частині:



.
Після перетворень дістаємо рівняння

,
або

                                            (2.9)

Маємо корінь рівняння . З рівнянь (2.8), (2.9) випливає:

.
Підносимо обидві частини цього рівняння до квадрата:



звідки .

Корінь  не задовольняє рівняння.


Відповідь. , .
Приклад 10. Розв’язати рівняння:

.
Розв'язання. Ліву і праву частини рівняння помножимо і поділимо на відповідні спряжені вирази:



.
Виконавши перетворення, дістанемо рівняння

,


ліва і права частини якого мають спільний множник  .

Відповідь. .

Приклад 11. Розв’язати рівняння  з кубічними ірраціональностями.

Розв'язання. Помноживши ліву і праву частини даного рівняння на вираз , спряжений до суми першого та третього доданків.
Дістанемо різницю кубів:

.
Звідси після спрощень маємо:

.


Виконавши заміну , , дістанемо: 





, , ; , .


Відповідь. , .

6. Однорідні ірраціональні рівняння. Рівняння виду  називається однорідним. Воно зводиться до квадратного рівняння заміною

.

Приклад 12. Розв’язати рівняння .

Розв'язання. Скориставшись позначенням ,



дістанемо рівняння , звідки , .
Переходячи до початкових позначень, маємо:


, .

Відповідь. .

Приклад 13. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Поділивши обидві частини рівняння на х≠0, дістанемо: 

.



Візьмемо , тоді , звідки .
У початкових позначеннях маємо:




, , , .

Корінь  не задовольняє рівняння.

Відповідь. .
7. Розклад на множники.

Приклад 14. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Знайдемо спочатку ОДЗ з нерівностей



, , ;


ОДЗ: ; .
Винесемо спільний множник за дужки:

.
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата і виконаємо відповідні перетворення:

;

.


Остаточно маємо: , .

Відповідь. .

Приклад 15. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Винісши корінь четвертого степеня за дужки і виконавши відповідні перетворення, дістанемо:




, , , .

Відповідь. .

Приклад 16. Розв’язати рівняння .

Розв'язання. Виносимо  за дужки і виконуємо перетворення:


, .
Остаточно маємо:




, , , .


Відповідь. , .
8. Рівняння з кубічними ірраціональностями. Розглянемо ірраціональне рівняння виду

.                                                                                  (2.10)
Піднесемо обидві частини рівняння до куба:

.
Спростимо здобуту рівність, скориставшись (2.10):

.                                                            (2.11)
Підносимо обидві частини рівняння (2.11) до куба:

.
Якщо рівняння (2.10) має корінь, то він є і коренем рівняння (2.11). Проте рівняння (2.11) може мати корінь, який не є коренем рівняння (2.11).



Позначимо , , . Тоді рівняння (2.11) набере вигляду

.

Це рівняння відрізняється від рівняння (2.10), яке, скориставшись тими самими позначеннями, можна записати у вигляді . Якщо рівняння (2.11) має корені, які не задовольняють рівняння (2.10), тобто сторонні щодо нього, то вони є коренями таких рівнянь:



, , ,
або, у початкових позначеннях:

	                                                                                        (2.12)
Отже, якщо при розв’язуванні (2.11) з’явилися сторонні корені, то вони задовольняють систему рівнянь (2.12).

Приклад 17. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Підносимо обидві частини рівняння до куба і виконуємо відповідні перетворення


; .


Остаточно маємо: , .    
Цей корінь не задовольняє дане рівняння, оскільки є коренем системи рівнянь виду (2.12)

	
Відповідь. Нема розв’язку на множині дійсних чисел..

Приклад 18. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. Підносимо рівняння до куба за формулою (2.11)

,



; ; .

Корінь  не задовольняє рівняння, оскільки задовольняє систему рівнянь:

	

Відповідь. .

Приклад 19. Розв’язати рівняння .
Розв'язання. За формулою (2.11) знаходимо:

,



, , .

Перевірка показує, що корінь  — сторонній.

Відповідь. .
9. Заміна радикалів новими невідомими. Основним способом розв’язування складних ірраціональних рівнянь є заміна кожного радикала новим невідомим. Це дає змогу звести ірраціональне рівняння до системи алгебраїчних рівнянь.

Приклад 20. Розв’язати рівняння .


Розв'язання. Позначивши , , дістанемо систему алгебраїчних рівнянь



Передусім виключаємо невідоме :





Звідси знаходимо розв’язки , , .



Відповідь. , , .
Приклад 21. Розв’язати рівняння



.
Позначимо радикали:


Рівняння зводиться до системи рівнянь:



Насамперед виключаємо невідоме :

.
Дістанемо рівняння

,
яке розкладається на множники:

.
Розв’язуємо рівняння:



Корінь  не задовольняє рівняння.

Відповідь. 
Приклад  22. Розв’язати рівняння

.
Розв'язання. Уводимо позначення:


Рівняння зводиться до системи рівнянь


Розкладаємо перше рівняння на множники:

.
Розв’язуємо рівняння:

1) ;



2)  , .

Відповідь. .
Приклади для самостійного розв’язання
1. Розв'язати рівняння на ОДЗ

1. .	4

2. .	1
2. Піднесення обох частин рівняння до квадрата


1. .	


2. .	
3. Метод заміни 

1. .	7

2. .	5
4. Виділення повного квадрата 


1. .	

2. .	–2; 0
5. Множення на спряжений вираз


1. .	

2. .	4
6. Піднесення до кубу

1. .	– 1

2. .	– 1; – 3
7. Розклад на множники

1. .	2

2. .	7; 38

[bookmark: _Hlk88152627]Тема: Показникові рівняння
Теоретичні питання
1. Показникові рівняння
2. Властивості логарифмів
Теоретичні відомості
Рівняння, в яких невідоме входить до показника степеня, називають показниковими: 
[image: ]  [image: ] f(x)=g(x).

Способи розв’язування показникових рівнянь
1. Прирівнювання показників при одній основі


З рівняння  знаходимо .

Приклад 1. Розв'язати рівняння 
Розв’язання. Зведемо обидві сторони рівняння до основи 2:

;

.

Відповідь. .
2. Логарифмування рівняння.

Приклад 2. Розв'язати  рівняння . 
Розв’язання.  Логарифмуємо рівняння по основі 3.

,

.

Відповідь. .
3. Введення нової змінної.

Приклад 3. Розв'язати рівняння . 

Розв’язання. Позначимо >0.

.

.

Відповідь. .
4. Однорідні рівняння.

Рівняння , можна переписати у вигляді 

.


Вважаючи , отримаємо рівняння .

Приклад 4. Розв’язати рівняння . 
Розв’язання. Перепишемо рівняння у вигляді

,

.

Відповідь. .
5. Розкладання рівняння на множники.


Рівняння  намагаємося подати у вигляді  і прирівнюємо до нуля кожний множник.

Приклад 5. Розв'язати рівняння .


Розв’язання. Покладемо  і згрупуємо члени з множниками 

.



1) , 2) , ;

.

Корінь  не задовольняє рівняння.

Відповідь. .

Приклади для самостійного розв’язання
1. Прирівнювання показників при одній основі

1. .                                                                  (4)


2. 			                                             	
2. Логарифмування


1.                                                                                      

2. 				                                 (20)
3. Метод заміни


1. 			                                	    

2. 		                                                  (–0,5)
4. Розклад рівняння на множники

1.                                                                     (1; 2)

2. 		                     	               (–0,5)
[bookmark: _Hlk88152665]Тема: Логарифмічні рівняння
Теоретичні питання
1. Логарифмічні рівняння
2. Види логарифмічних рівнянь
3. Способи розв’язання
Теоретичні відомості
Логарифмічними називаються рівняння, які містять змінну під знаком логарифма.
Таблиця 2.2
Основні способи розв’язування логарифмічних рівнянь
	Вид рівняння
	Спосіб розв’язання

	

	

 , .

	

	


	

	

  або 

	

	

  або  

	

	


	

	


	

	




1. Перехід до спільної основи.
Якщо в рівнянні є логарифми з різними основами, то переходимо до спільної основи.

Приклад 1. 
Розв’язання. 

,

.


Відповідь. ,  .
2. Потенціювання.
Якщо під знаком логарифма є сума або різниця, то рівняння потенціюють. Розв’язок обов’язково перевіряють.

Приклад 2. . 
Розв’язання. Перейдемо до основи 2.

.

Потенціюємо рівняння: .

Корінь  не задовольняє рівняння.

Відповідь. .
3. Логарифмування.
Якщо в показнику при невідомому є логарифми невідомого, то звичайно рівняння логарифмується.

Приклад 3. ,

Розв’язання. 

. 
Логарифмуємо рівняння по основі 10.

.

Відповідь. .
4. Введення нової змінної.

Приклад 4. 


Розв’язання. Покладемо , тоді .

.

Відповідь. .
5. Розкладання на множники.

Рівняння розкладається на множники  і кожний множник прирівнюється до нуля.

Приклад 5. ,


Розв’язання. , 

.

Відповідь. .
6. Графічний спосіб розв’язання.


Рівняння записується у вигляді . Будуються графіки функцій , і шукаються точки їх перетину, які визначають розв’язок рівняння.
Приклад 6. Розв’язати рівняння

.

Позначимо .




Отримаємо рівняння: , які мають очевидний розв’язок . Ліва частина монотонно зростає і тому  — єдиний корінь. .

Відповідь. .
Звичайно при розв’язанні логарифмічних рівнянь використовується декілька способів їх перетворення.

Приклад 7. .
 Розв’язання. Переходимо до основи 3.

.

Потенціюємо рівняння: :



.
Логарифмуємо рівняння по основі 3.

.

Відповідь. .

Приклад 8. .

Розв’язання. 1. Припустимо, що . Рівняння приймає вид тотожності

.

2. Нехай . Отримаємо рівняння

.
Потенціюємо рівняння.

.


Відповідь. ,.
Приклади для самостійного розв’язання
1. Перехід до однієї основи

1. 		                    (37)

2.                                                  (16)
2. Потенціювання


1.                                                              

2.                                                          (4)
3. Логарифмування

1. 				                        	   (0)


2. 				                         
4. Заміна змінної


[bookmark: OLE_LINK276]1.                                                     


2. 				                          
5. Розкладання на множники


1.               


2. 			                            

При створенні робочого зошита ми намагались, щоб структура тестових завдань, їх зміст та форма подачі були якомога ближчими до завдань ЗНО – 2021 з математики, оскільки основна мета роботи подібних додатків – це допомога  у підготовці до ЗНО. Наш зошит повинен допомогти абітурієнтам підготуватись до здачі ЗНО та вступу до університету. Всі складові частини даного тренінгу повністю відповідають матеріалам УЦОЯО щодо ЗНО – 2021 з математики (профільний рівень та рівень стандарту). 
Дані завдання можуть бути важливою складовою частиною як самостійної роботи слухачів, так і аудиторної в рамках практичних занять при підготовці до ЗНО. Матеріали даного робочого зошита можуть бути використані також для практичної ілюстрації теоретичних положень під час викладення теоретичного матеріалу, при проведенні практичних занять, а також для проведення контролю знань.

[bookmark: _Toc88157867]2.2. GOOGLE CLASS з теми «Рівняння
Останні два роки внесли серйозні поправки у співвідношення дистанційного та інших форм навчання у всьому світі. Пандемія COVID-19, що стрімко розповсюджується, стала причиною масового рекомендаційного, а часом і обов'язкового переходу на дистанційну форму навчання, засновану на повсюдному застосуванні телекомунікаційних інформаційних технологій.
В останні роки інформаційні технології набувають все більшої популярності, і сьогодні вже абсолютно зрозумілі доцільність та необхідність їх застосування. Впровадження хмарних технологій у процес навчання – це логічний крок у ногу з часом, що веде до значного розширення можливостей, відкритості, мобільності, доступності, а як наслідок – та якості навчання.
Відбувається інтенсивне впровадження хмарних технологій та сервісів у систему освіти, що впливає на розвиток засобів навчання, так і на інші компоненти технологічної підсистеми методичної системи: на методи та форми організації навчання [21, c. 9-15].
Одним із перспективних напрямів розвитку навчання у світі зараз вважається змішане навчання, яке іноді називають гібридним. Змішані курси – це результат інтегрування онлайн-курсів із традиційними класно-аудиторними способами навчання. Комбінація різних технологій в один інтегрований навчальний підхід дає можливість навчання стати персональним та особистісно-орієнтованим.
Google Apps служить базовою платформою для змішаного та перевернутого навчання, об'єднує посилання на інші інтернет ресурси.
Заслуговує на увагу сервіс, який нещодавно представила компанія Google, розроблена на базі Google Apps – система управління навчанням (СУН) Google Classroom.
Google Classroom – це інструмент, який зв'язує Google Docs, Google Drive та Gmail, допомагає створювати та підтримувати завдання, виставляти оцінки, коментувати та організовувати ефективне спілкування з учнями в режимі реального часу [62]. 
Функціональність програми Google Classroom нескладна у використанні та забезпечує реалізацію таких можливостей:
− створення окремих класів з предмета/або для кожної окремо взятої групи учнів;
− створення оголошень для однієї або відразу кількох груп;
− створення завдань з можливістю прикріплення посилань, мультимедійного контенту (у тому числі з сервісу YouTube), різних типів файлів, а також створення та зберігання файлів на Google диску;
− встановлення термінів складання кожного конкретного завдання з точністю до хвилини;
− графіка виставлення оцінок за виконані завдання з гнучкою шкалою оцінювання для кожного конкретного завдання;
− можливість редагування та коментування зданих учнями завдань з динамічним відображенням поправок у режимі реального часу.
Використання Google Classroom не зводиться до заміни паперових носіїв інформації електронними. Сервіс дозволяє поєднувати процеси вивчення, закріплення та засвоєння навчального матеріалу, які під час традиційного навчання відокремлені один від одного [64].
Документи Google дозволяють дистанційно працювати над спільними документами та проектами, подавати новий матеріал, розміщуючи його в ресурсах групи, у вигляді текстів, посилань на Інтернет-ресурси, записів відеоуроків.
Система дозволяє в електронній формі проводити проміжний контроль знань. Тестові завдання створюються за допомогою Google-Form із використанням можливості перемішувати питання та порядок відповідей. На даний момент використовуються такі типи проведення тестування як текст: для коротких відповідей; текст (абзац): додавання великих коментарів; один із списку: для вибору однієї відповіді; кілька зі списку: для вибору кількох варіантів; список, що випадає: для вибору однієї відповіді зі списку; сітка –перехресні відповіді: для завдань на відповідність.
Для роботи із платформою Google. Classroom потрібно використовувати браузер Google Chrome. Він необхідний не тільки як браузер для виходу в інтернет, а й для використання додаткового переліку додатків, що входять до цієї програми.
Для того, щоб увійти в систему, необхідно мати електронну пошту з доменом @gmail.com.
Після цього необхідно перейти за посиланням https://classroom.google.com/h і після цього на екрані з'явиться наступне вікно (рис.2.1):
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Рис. 2.1. Вхід в акаунт Google
Тут потрібно вказати свій обліковий запис (адреса електронної пошти з доменом @gmail.com), потім натиснути кнопку «Далі». Після цього з'являється наступне вікно в якому є можливість приєднатися до існуючих класів або створити свій. Для створення курсу необхідно вказати назву класу, розділ, тему і аудиторію потім натиснути на кнопку «Створити».
Після цього клас буде створено. Кожному новому класу автоматично надається код. Він потрібний, щоб запрошувати учнів. Код класу завжди можна подивитися у стрічці (рис.2.2).
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Рис.2.2. Створений клас «Розв’язування рівнянь»
При натисканні на рамку поруч із кодом класу відбувається збільшення коду на половину екрана. Це зроблено для того, щоб викладач міг сфотографувати код і надіслати їх учням свого курсу через месенджери або електронну пошту.
Учні приєднуються до курсу через надісланий викладачем код курсу.
При створенні та організації курсу Вам будуть доступні чотири основні вкладки: Потік, Завдання, Люди, Оцінки.
У стрічці збирається та відображається актуальна інформація по курсу: навчальні матеріали, оголошення, завдання, видно коментарі користувачів.
У стрічці відображається те, що відбувається в Курсі, в тій послідовності, в якій викладач додає інформацію в курс:
• оголошення викладача;
• інформація про навчальні матеріали для слухачів;
• інформація про завдання для учнів;
• оголошення від самих учнів (за певних налаштувань).
Під час створення Оголошень викладач (крім тексту) може додати різний матеріал: прикріпити файл (завантажити з комп'ютера), додати файл із Google Диску, опублікувати посилання на відео з Youtube або дати посилання на зовнішній сайт. Учні можуть переглядати оголошення та коментувати їх.
Щоб додати оголошення, використовуйте рядок «Напишіть повідомлення для свого курсу». Весь завантажений матеріал у Стрічку курсу (у розділі Новий запис), міститься в папці курсу на Google Диску. 
Вкладка Завдання дозволяє додати навчальні матеріали в курс та розподілити завдання на теми у необхідній послідовності. Для створення завдання потрібно натиснути кнопку «+ Створити», після чого під кнопкою відкриваються перелік завдань (рис.2.3). 
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Рис.2.3. Додавання нового завдання до курсу
Алгоритм додавання матеріалу аналогічний додавання завдання є наступним: якщо необхідно додати до занять матеріал, то Google клас пропонує кілька варіантів.
1. Додаючи посилання можна користуватися будь-якими іншими освітніми сайтами, для цього потрібно скопіювати посилання на ресурс у поле для вставки.
2. Додаючи відео з YouTube, потрібно, аналогічно посиланням на джерело, вставити посилання на відео з каналу або знайти відео в пошуку.
3. Для того, щоб додати файл, можна: перетягнути документ у вікно, або натиснути «BROWSE» і вибрати файл на пристрої.
Нами був створений курс у Google Classrom – «Розв’язування рівнянь» (рис. 2.4) в якому були викладені матеріали нашого робочого зошита по кожній темі. Додані теми «Розв’язування алгебраїчних рівнянь вищих порядків», «Розв’язування дробово-раціональних рівнянь», «Розв’язування показникових рівнянь», «Розв’язування логарифмічних рівнянь», «Розв’язування ірраціональних рівнянь» [23]. 
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Рис. 2.4. Курс «Розв’язування рівнянь»
Нами були розміщені матеріали по основним способам розв’язування рівнянь, приклади розв’язування рівнянь зі збірників ЗНО, додані відео YouTube в яких наглядно показані різні способи розв’язання рівнянь усіх типів.
У них нами продемонстровані розв’язані задачі та підібрані задачі для самостійного розв’язування, також додані  матеріали в яких розібрані завдання ЗНО попередніх років.
Учень має доступ лише до своїх завдань, а вчитель бачить завдання кожного учня і може проставити оцінки за виконані роботи, написати коментарі та зауваження, або повернути завдання на доопрацювання.
Таким чином, сервіс дає можливість індивідуалізувати навчальний процес, спрощуючи роботу, водночас збільшуючи кількість індивідуально-групових методів та форм навчання.
Сервіси, які надає Google, дозволяють забезпечити швидку взаємодію учнів під час роботи на уроці над проектом або виконанням групового дослідження. Для учнів відкриваються широкі можливості для створення спільних документів, використання Hangout або електронної пошти, прикладом використання даних сервісів може бути дослідження кожної групи та висвітлення результатів у спільній презентації. Напрацювання кожної команди зберігаються в єдиному файлі, що дозволяє легко задіяти оцінки, при яких учні можуть прокоментувати роботи один одного, оцінити і висловити свою думку.
Перспективи використання інтерактивних онлайн-проектів широкі: їх застосування можливе у будь-якій галузі, у межах практично будь-якого навчального предмета, де передбачається дослідження, осмислення, інтерпретація. Форма та засоби залишаться тими ж, а стратегія та алгоритм роботи скоригуються та адаптуються відповідно до методики конкретного предмета. 
Під час карантину необхідність підтримки навчального процесу та підготовки до ЗНО дуже важливі для вивчення математики саме тому, що математика є одним з основних предметів природничого курсу, а інформатика – це одна з дисциплін, яка дуже швидко розвивається. Адже зараз все прогресує завдяки інформаційним технологіям. Завдання вчителя, навіть під час карантину дати максимальні знання. Одним із прикладів як це можна організувати засобами Google Classroom приклад вивчення предмету математики, а саме роз’язування рівнянь. 
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Відповідно до мети та поставлених завдань у ході дослідження отримано такі результати: виявлені основні цілі та завдання навчання лінії рівнянь у курсі математики базової та профільної школи для підготовки до ЗНО;  виявлені основі напрями розгортання лінії рівнянь в шкільному курсі математики; з’ясовано місце змістової лінії «Рівняння та нерівності» у навчальних програмах, завданнях ЗНО; проаналізовані завдання ЗНО та виділені типи задач, що містять рівняння; створено Google Class із теми та наповнено його теоретичним та практичним матеріалом; розроблено робочий зошит для повторення учнями змістової лінії. 
Результати проведеного дослідження дають підстави для таких висновків:
1. Для підготовки учня до ЗНО необхідно узагальнити й систематизувати методи та способи розв'язування рівнянь різних типів, що зручно зробити, створивши робочий зошит, та розмістивши його у Google Classroom.
2. Завдання ЗНО містять різні види рівнянь, тож вміння їх розв’язувати сприяють  успішному складанню ЗНО.
3. Процес навчання за умов пандемії зосередився у площині інтернет-комунікацій, котрим різні освітні установи робили ті чи інші переваги у сфері інструментів дистанційного навчання. Найбільш доступним і продуктивним є використання платформи Google Classroom.
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