3

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І  НАУКИ УКРАЇНИ
Глухівський національний педагогічний університет
 імені Олександра Довженка

Кафедра фізико-математичної освіти та інформатики


МАГІСТЕРСЬКА РОБОТА

Тема «Методика вивчення комплексних чисел у шкільному курсі математики»

Виконала 
Соколова Марина Олександрівна               Спеціальність 014 Середня освіта 
Освітня програма  Середня освіта (Математика та інформатика)

Наукові керівники:
доктор технічних наук, професор
Б.І. Гольденгорін
доктор педагогічних наук, доцент
Н.В. Кугай

Допущено до захисту
«___»___________2020 р.
Завідувач кафедри
________________І.  КАЧУРИК
Дата захисту: «___» __________ 2020 р.
Оцінка_____________________________

Підписи членів ЕК:
___________________________________
___________________________________
___________________________________

Глухів 2020 р.

ЗМІСТ
	ВСТУП
	3

	РОЗДІЛ І. 	ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ КВАЛІФІКАЦІЙНОЇ РОБОТИ
	6

	1.1. Комплексні числа, як предмет вивчення  в старшій школі 
	6

	1.1.1. Ретроспективний аналіз до 2010 року
	6

	1.1.2. Комплексні числа в сучасній старшій школі
	13

	1.2. Місце теми «Комплексні числа» в програмі, основна мета вивчення, зміст, вимоги до математичної підготовки учнів
	16

	1.3. Психолого-педагогічні передумови вивчення теми комплексні числа
	21

	РОЗДІЛ II. 	МЕТОДИКА ВИВЧЕННЯ ТЕМИ «КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА В СТАРШІЙ ПРОФІЛЬНІЙ ШКОЛІ»
	26

	2.1. Календарне планування
	26

	2.2. Методика  формування поняття комплексного числа
	28

	2.3. Вивчення дій додавання і віднімання комплексних чисел
	34

	2.4. Множення і ділення, піднесення до степеня і добування кореня з комплексного числа
2.4.1. Множення і ділення комплексних чисел в алгебраїчній формі
	40

40


	2.4.2. Тригонометрична форма комплексного числа
	44

	2.4.3. Множення і ділення комплексних чисел в тригонометричній формі
	47

	2.4.4. Формула Муавра
	50

	2.4.5. Корінь n-го степеня з комплексного числа
	53

	2.5. Застосування комплексних чисел в курсі математики в старшій школі
	58

	2.5.1. Застосування комплексних чисел в теорії многочленів
	58

	2.5.2. Застосування комплексних чисел в тригонометрії
	63

	2.5.3. Застосування комплексних чисел в геометрії
	67

	2.5.4. Застосування комплексних чисел в фізиці
	72

	ВИСНОВКИ
	78

	СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ
	80

	ДОДАТКИ 
	85



ВСТУП
Актуальність дослідження. У Концепції «Нова українська школа» [32] зазначено, що реформування змісту загальної середньої освіти передбачає розроблення принципово нових державних стандартів загальної середньої освіти, які повинні передбачати здобуття унями вмінь і навичок, необхідних для успішної самореалізації в професійній діяльності, особистому житті, громадській активності та ґрунтуватися на компетентнісному та особистісно-орієнтованому підході до навчання, на Рекомендаціях Європейського Парламенту та Ради Європейського Союзу «Про основні компетентності для навчання протягом усього життя». Серед ключових компетентностей вказані математична грамотність, компетентності в природничих науках і технологіях, інформаційно-цифрова компетентність та інші. Важливим фактором у формуванні в учнів вказаних компетентностей виступає зміст загальної середньої освіти, у тому числі і математичної.
Однією з  актуальних проблем є добірі змісту навчання для курсу математики профільного рівня та розробка відповідного методичного забезпечення. Розділ «Комплексні числа» відноситься до тих, які недостатньо досліджені методистами на сучасному етапі. Вагомість цього розділу для розвитку математичної культури учнів, формування їхніх ключових компетентностей є незаперечною:
1. Важливим кроком у процесі формування наукового світогляду учнів є цілісне завершене уявлення про число, а вивченням розділу «Комплексні числа» як раз і завершується одна з основних змістових ліній шкільного курсу математики – розвиток поняття числа.
2. У процесі вивчення комплексних чисел поглиблюються і розширюються знання  учнів про методи пізнання та вміння ці методи застосовувати.
3. Широке коло застосування комплексних чисел як всередині самої математики, так і в інших галузях науки і практики сприяє формуванню знань учнів про міжпредметні зв’язки та вмінь ці зв’язки розпізнавати і встановлювати.
Проблема відображення в змісті шкільного курсу застосувань математики, зокрема комплексних чисел, досліджувалась в роботах: М. Б. Балка, Я. С. Бродського, Ю. А. Дрозда, З. Д. Куланіна, І. А. Кушніра, Е. А. Лаудині, В. С. Марача, О. І. Маркушевича, Г. Н. Новикова, А. А. Полухіна, Я. П. Понаріна, В. Г. Потапова, Т. М. Хмари, О. П. Шарової, І. Ф. Шаригіна, В. О. Швеця, І. М. Яглома та ін.
Проблемі вивчення комплексних чисел у середніх закладах освіти присвячені окремі дисертації. У роботі В. М. Кухар ці питання досліджувались у зв’язку з розширенням поняття числа; у роботі Л. Ю. Сергієнко досліджувалось вивчення комплексних чисел і їх застосування в курсі математики середніх спеціальних навчальних закладів; у роботі О. В. Шаран з’ясовувались особливості вивчення комплексних чисел в умовах диференціації старшої школи.  
	У дослідженнях наголошується на необхідності вивчення комплексних чисел з двох основних причин: 1) множина комплексних чисел є завершальною у розвитку поняття числа в шкільному курсі математики; 2) вивчення комплексних чисел є значимим для успішного оволодіння суміжними дисциплінами й для продовження навчання у вищих навчальних закладах.
	Усе сказане вище і обумовлює актуальність обраної теми дослідження «Методика вивчення комплексних чисел в старшій профільній школі». 
Мета дослідження – вивчити методику вивчення комплексних чисел у класах поглибленого вивчення математики та удосконалити її.
	Об’єкт дослідження − процес навчання алгебри і початків аналізу у профільних класах.
	Предмет дослідження − методична система вивчення комплексних чисел у класах поглибленого вивчення математики.
	З огляду на предмет і мету дослідження визначено такі завдання дослідження:
1) проаналізувати психолого-педагогічну і методичну літературу з проблеми дослідження, дослідити стан проблеми в практиці навчання;
2) визначити психолого-педагогічні передумови ефективного вивчення комплексних чисел у профільних класах;
3) удосконалити методику вивчення комплексних чисел у класах поглибленого вивчення математики шляхом застосування інноваційних методів навчання, зокрема застосуванням комп’ютерних засобів математики.
Проблема, мета і завдання дослідження зумовили вибір методів дослідження: метод теоретичного аналізу психолого-педагогічної, навчальної, методичної літератури, змісту програм і підручників, що містять розділ “Комплексні числа”; порівняння, конкретизація, систематизація та узагальнення теоретичного і практичного матеріалу.
Робота складається зі вступу, двох розділів, висновків, 6 додатків (обсягом 30 сторінок та одна презентація на диску) та списку використаних джерел (46 найменувань обсягом 5 сторінок). Робота містить 2 таблиці та 19 рисунків. 



РОЗДІЛ І. ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ КВАЛІФІКАЦІЙНОЇ РОБОТИ
1.1 Комплексні числа як предмет вивчення в старшій школі 
	1.1.1. Ретроспективний аналіз до 2010 року. З досліджень з історії розвитку математики [3, 11] відомо, що питання про комплексні числа виникло як чисто формальний математичний результат у процесі розв’язування рівнянь вищих степенів. Багато математиків переймалися питанням добування квадратного кореня з від’ємного числа, зокрема, це: С. Дель Ферро, Н. Тарталья, Дж. Кардано, Р. Бомбеллі, Л. Ейлер, К. Гаусс та ін. Вперше про комплексні числа згадав Кардано в 1545 році у своїй роботі «Велике мистецтво або про правила алгебри», хоча і називав їх «суто софістичними величинами». Варто відмітити, що комплексні числа, як до речі і ірраціональні, довгий час не знаходили широкого визнання серед математиків. Детальніше вони розглядалися у книзі Бомбеллі «Алгебра» (розглянув дії над комплексними числами). К. Гаусс ввів термін «комплексні числа» і у своїх роботах дав обгрунтування теорії цих чисел. Основні етапи розвитку теорії комплексних чисел та їхня роль у встановленні нової галузі математики «Комплексний аналіз» відображені у таблиці 1.1 (за роботою [20]).
Таблиця 1.1
Основні етапи розвитку комплексних чисел
	Ідеї
	Століття, роки
	Вчені

	Поява комплексних чисел в алгебрі (у зв’язку з добуванням квадратного кореня з від’ємних чисел та розв’язанням кубічних рівнянь)
	XVI—XVII століття
	Д. Кардано, 
Р. Бомбеллі

	Поява комплексних чисел в аналізі (у зв’язку з інтегруванням раціональних дробів) 
	Поч. ХVIII ст
	І. Бернуллі, 
Г. Лейбніц

	
Введення позначень (, і – уявна одиниця, a + bi ;  a, b∈R)
	1746 рік
	Запропонував 
Р. Декарт, ввів 
Л. Ейлер




продовження таблиці 1.1
	Розгляд комплексного числа як аргументу функції. Розгляд функцій комплексної змінної 
	1746 рік
	Ж. Д’Аламбер, 
Л. Ейлер 

	Геометрична інтерпретація комплексних чисел. Доведення основної теореми  алгебри
	1799 рік
	К. Гаусс

	Застосування комплексних чисел 
в картографії 
	1777 рік

	Л. Ейлер, К. Гаус,Ж. Лагранж

	Вперше з’явилася назва комплексні числа. Початок застосування комплексних чисел у геометрії
	Початок ХІХ століття
	К. Гаусс

	Застосування комплексних чисел у теорії лишків
	1826-1829 роки
	О. Коші

	Розв’язання питання про збіжність рядів, властивості збіжних рядів з комплексними членами 
	Середина ХІХ століття
	Н. Абель, О. Коші

	Ряд Лорана
	Поч. 40-х р. ХІХ ст.
1843 рік
	К. Вейєрштрасс
П. Лоран 



Детальний ретроспективний аналіз вивчення комплексних чисел студентами вищих та учнями середніх навчальних закладів проведено у роботі О. Шаран [40]. Розглянемо основні етапи включення відомостей про комплексні числа до курсу математики середніх навчальних закладів (за [40]). 
	У 1804 у Російській імперії елементи вищої математики, у тому числі і відомості про комплексні числа, були включені до гімназійного курсу математики. Навчання в гімназіях проводилося за такими основними підручниками:
1) «Початкові основи математики» А.Г.Кестнера;
2) «Курс чистої математики» Т.Ф.Осиповського;
3) «Початкові основи чистої математики» М. І. Фусса.
	Так у підручнику М .І. Фусса комплексні числа називалися неможливими; розглядалися поняття уявного числа, зокрема, добування квадратного кореня з від’ємних чисел та використовувалися уявні числа для розв’язування рівнянь вищих степенів.
У той час для школи використовувався підручник А. Ф. Малініна і К. П. Буреніна «Керівництво алгебри і зібрання алгебраїчних задач» (1870 р.). Автори цієї книги розглядали такі дії над комплексними числами: додавання, віднімання, множення, ділення, піднесення до степеня, добування кореня. У 90-х роках XIX ст. цей підручник було замінено за розпорядженням Вченого комітету «Алгеброю» А. П. Кисельова, яка була основним підручником з алгебри до середини XX ст.

	Для учнів гімназій та реальних училищ використовувався підручник «Алгебра» М. Білібіна, яка була видана за Бертраном, Бурле та іншими іноземними авторами. У ній вживався термін «комплексні числа», вводилося комплексне число як пара чисел. Крім традиційних основних питань, у розділі «Комплексні числа» було вміщено багато цікавих теорем, а також геометричне зображення комплексного числа, тригонометрична форма запису комплексного числа, розв’язування біквадратних і двочленних рів[image: ]нянь, різні значення . У якості задачника використовувався «Збірник вправ і задач з елементарного курсу алгебри» (автори Д. А. Бем, А. А. Волков, Р. Е. Струве), виданий в Москві у 1915 році. У цьому ж 1915 році в Петрограді був виданий підручник «Початки алгебри» (автор - заслужений професор Університету Святого Володимира Д. А. Граве) для гімназій і інших середніх навчальних закладів. Тут розглядалися дії з комплексними числами в алгебраїчній та тригонометричній формах, розв’язування двочленних рівнянь, розглядалося питання замкненості множини комплексних чисел, своєрідне обґрунтування необхідності розширення числової множини. 
	З іноземних підручників були ухвалені як навчальні посібники для гімназій такі книги: «Алгебра» Ж. Бертрана (перекладена в 1874 р.), «Початкові основи алгебри» Мейєра і Шоке (перекладена в 1845 р.), «Збірник задач» Бардея (Лейпціґ, 1907 р.). 
	Таким чином, можна сказати, що до 1917 року у гімназіях і реальних училищах, хоч і не існувало стабільних програм і підручників з математики, проте були видані як російські, так і зарубіжні підручники та збірники задач для середніх закладів освіти, які широко висвітлювали зміст розділу «Комплексні числа». Було напрацьовано багатий досвід викладання основних питань даного розділу з математичного погляду, хоча практичні застосування комплексних чисел не розглядалися.
	У перші роки Радянської влади виникла потреба перебудови системи навчання, найголовніше, планів і програм за предметним типом. Але швидко створити нові підручники з математики не вдалося. Тому в середній школі, після деякої переробки, були введені кращі з тих підручників, які існували раніше. Так, в VI-X класах алгебру вивчали за підручником А.П.Кисельова [16] і збірникам задач Н.А.Шапошнікова і Н.К.Вальцова [38]. 
	У навчальних програмах з математики з 1935 по 1940 роки на вивчення теми «Комплексні числа» відводилося 10 годин (вперше про це відзначено в програмі 1938 року), а у 1942/43 – 1944/45 навчальних роках – 12 годин. Тема «Комплексні числа» вивчалася у такому обсязі: алгебраїчна та тригонометрична форми комплексного числа, дії над комплексними числами у цих формах запису, геометрична інтерпретація комплексних чисел.
	З 1946 року на вивчення комплексних чисел у школі відводилося 16 годин. Розширювався і програмовий матеріал: вводилися історичні відомості про розвиток поняття числа, добування квадратного кореня з від’ємного числа, дії піднесення до степеня і добування квадратного кореня, перехід від алгебраїчної форми до тригонометричної і навпаки. Дійсне число розглядається як окремий випадок комплексного. 
	Видавалися нові та оновлювалися існуючі підручники і задачники: «Збірник задач з алгебри» автора П.А.Ларічева [21], II частина якого містить завдання з основ теорії комплексних чисел; «Алгебра і елементарні функції» Є.С.Кочеткова і К.С.Кочеткової [19]. Матеріал теми «Комплексні числа» був збагачений питаннями про використання комплексних чисел для розв’язування двочленних рівнянь 3-го та 4-го степеня та основної теореми алгебри многочленів.
Першим посібником з математики, призначених для шкіл з математичною спеціалізацією стала книга Н. Я. Віленкіна, Р. С. Гутера, С. І. Шварцбурда, В. Г. Ашкінузе «Алгебра» [12], видана в 1968 році. Її можна було використовувати як в звичайних школах, так і в школах з математичною спеціалізацією.
Згідно з затвердженою програмою для факультативних занять з математики в 1974 році планувалося тему «Комплексні числа» вивчати у двох частинах – у IX і X класах. На факультативному курсі «Додаткові розділи і питання математики» у IX класі на вивчення комплексних чисел відводилося 12 год., у X класі – 14. З 1974/75 навчального року кількість годин на дану тему зростає: у IX класі – 15, у X класі – 15 годин. Для проведення факультативних занять використовувалися три основні посібники: Маркушевич О. І. та інші «Алгебра і елементарні функції» [24]; Віленкін Н. Я. та інші «Алгебра» [144]; «Збірник задач з математики» під ред. З.А.Скопеца [36].
З 1975/76 навчального року (в період переходу на нові програми з математики) тема «Комплексні числа» з деякими змінами переноситься для вивчення на факультативах тільки у X класі. Програмовий матеріал включав такі питання: Комплексні числа і операції над ними. Геометрична інтерпретація комплексних чисел. Тригонометрична форма комплексного числа. Формула Ейлера. Дії над комплексними числами в тригонометричній формі. Функції комплексної змінної і відображення комплексної площини. Многочлени з комплексними коефіцієнтами. Розклад многочлена на лінійні множники. Формули Вієта. На вивчення цих питань відводилося 30 годин.
За програмою для шкіл і класів з поглибленим вивченням математики (IX-X кл.), затвердженою у 1974 році, на вивчення комплексних чисел відводиться 26 год. у X класі. На цей період можна назвати такі основні підручники: Віленкін Н. Я. та ін.. «Алгебра» [1]; Вейц Б. Є. та ін.. «Алгебра і початки аналізу» [10].
У 1980-1985 рр. згідно з програмою для факультативних курсів «Вибрані питання математики» час на вивчення теми у X класі «Комплексні числа і многочлени» скорочується до 15 год. І ввичаються такі питання: Комплексні числа і операції над ними. Геометрична інтерпретація комплексних чисел. Тригонометрична форма комплексного числа. Формула Ейлера. Операції над комплексними числами в тригонометричній формі. Многочлени з дійсними коефіцієнтами. Основна теорема алгебри (без доведення). Теорема Безу. Розклад многочлена на лінійні множники. Теорема Вієта. Відомості з історії алгебри комплексних чисел.
У 1980 року виходить посібник Абрамова А.М. та ін. «Факультативний курс. Вибрані питання математики», важливою особливістю якого було підсилення прикладного аспекту всього матеріалу, що викладається: застосування комплексних чисел до питань алгебри, геометрії, математичного аналізу. 
До програма з математики 1986 року для шкіл (класів) з поглибленим теоретичним і практичним вивченням математики включено тему «Комплексні числа» в такому обсязі: Поле комплексних чисел. Геометрична інтерпретація комплексних чисел. Полярна система координат. Тригонометрична форма комплексного числа. Множення, ділення, піднесення до степеня комплексних чисел в тригонометричній формі. Формула Муавра. Добування коренів з комплексних чисел. Комплексні корені алгебраїчних рівнянь. Поняття про основну теорему алгебри. Застосування комплексних чисел. На вивчення теми відводиться 20 год. в X класі. Визначено основні вимоги до математичної підготовки учнів, що включають: вміння виконувати дії над комплексними числами, оперувати комплексними числами, заданими в алгебраїчній і тригонометричній формі, знаходити комплексні корені многочленів, застосовувати комплексні числа до розв’язання тригонометричних і геометричних задач.
Навчання здійснюється за трьома основними підручниками, рекомендованими Головним управлінням загальної середньої освіти Міністерства освіти СРСР:
1) Віленкін Н.Я. Алгебра і математичний аналіз для 10 класу: [навчальний посібник для учнів шкіл і класів з пог- либленим вивченням математики] / Н.Я.Віленкін [та ін.]. – М.: Просвеще- ние, 1984. – 352 с;
2) Івлєв Б.М. Збірник задач з алгебри і початків аналізу для 9-10 класів / Б.М.Івлєв [та ін.]. – М.: Просвещение, 1978;
3) Вибрані питання математики, 10 клас: [факультативний курс / під ред. В.В.Фірсова]. – М.: Просвещение, 1980.
Отже, в період з 1966-го до 1990-х років тема «Комплексні числа» вивчалася на факультативних заняттях для загальноосвітніх закладів та продовжувалося вивчатися учнями класів (шкіл) з поглибленим вивченням математики в досить широкому обсязі, включаючи різноманітні застосування комплексних чисел всередині самої алгебри, для розв’язування геометричних задач та застосування до теорії коливань. 
Згідно з програмою 1990 року для шкіл (класів) з поглибленим теоретичним і практичним вивченням математики [35] зміст курсу алгебри і початків аналізу XI класу включав додаткові самостійні розділи (серед них – комплексні числа). На тему «Комплексні числа» в XI класі відводилося 18-20 год.; включено такі питання для вивчення: Розвиток поняття числа: натуральні, цілі, раціональні, дійсні числа. Комплексні числа в алгебраїчній формі. Арифметичні дії з комплексними числами. Спряжені комплексні числа. Розв’язування квадратних рівнянь з комплексними коефіцієнтами. Комплексна площина. Тригонометрична форма комплексного числа. Множення, ділення і піднесення до степеня комплексних чисел в тригонометричній формі. Формула Муавра. Добування коренів з комплексних чисел. [Застосування комплексних чисел в тригонометрії.] Комплексні корені многочлена. *Основна теорема алгебри.* [Використання комплек них чисел в геометрії.] [Показникова форма комплексного числа.].
У незалежній Україні виникла гостра проблема підготовки і видачі підручників з математики українською мовою Так, для учнів старших класів загальноосвітньої школи виходить у світ «Алгебра і початки аналізу, 10-11 кл.» авторів М. І. Шкіль, З. І. Слєпкань, О. С. Дубинчук [2]. Підручник написаний з метою надання змоги учням працювати за ним в умовах диференціації навчання. Для профільних шкіл, ліцеїв та гімназій видаються підручники «Алгебра і початки аналізу» для 10-го та 11-го класів авторів М. І. Шкіль, Т. В. Колесник, Т. М. Хмара [41, 42], які довгий час залишалися основними підручниками для класів (шкіл) з поглибленим вивченням математики. Зокрема, тема «Комплексні числа» розглядалася у 10 класі і згідно з чинною програмою включала традиційну частину матеріалу теми. У підручнику підібрано диференційовані завдання для самостійної роботи учнів, серед яких гармонічно впліталася певна кількість завдань на застосування комплексних чисел. 
Отже, з 90-х років і до сьогоднішнього часу у зв’язку із введенням профільного навчання тема комплексні числа вивчається поширено у класах з поглибленим вивченням математики і класах фізико-математичного профілю та оглядово в загальноосвітніх школах. 
Таким чином, тема «Комплексні числа» завжди була актуальною і вивчалася учнями старших класів середніх закладів освіти. Були періоди, коли тема виключалася з обов’язкової програми, проте її вивчення проводилося під час інших форм навчальної діяльності учнів (факультативи, математичні гуртки), де розглядалася і в більш широкому обсязі, включаючи певні застосування.
1.1.2. Комплексні числа в сучасній старшій школі. Проведемо аналіз стану вивчення теми «Комплексні числа» у сучасній старшій школі (з 2010 року). За навчальною програмою з математики для учнів 10-11 класів [34] передбачено вивчення теми «Комплексні числа та многочлени» учнями 11 класів з поглибленим вивченням математики. На вивчення теми відводилося 25 годин. Змістовий матеріал: Множина комплексних чисел. Геометрична інтерпретація комплексного числа. Алгебраїчна і тригонометрична форми запису комплексного числа. Дії над комплексними числами в різних формах запису. Формула Муавра. Корінь п-го степеня з комплексного числа. Многочлен та його корені. Розклад многочлена на незвідні множники. Кратні корені. Основна теорема алгебри. Теорема Вієта. [Многочлен третього степеня. Рівняння вищих степенів. Формула Кардано.] 
До навчальних досягнень учнів віднесено: опис поняття комплексного числа, його модуля й аргументу; формулювання правил дій над комплексними числами в алгебраїчній та тригонометричній формах; знаходження суми, різниці, добутку і частки комплексних чисел, степеня комплексного числа, виконання ділення многочленів з остачею, формулювання означення кратного кореня та знаходження його кратності; застосування теореми Вієта до розв’язування задач. 
Поглиблюються і розширюються знання та вміння старшокласників  з теми «Комплексні числа» у процесі вивчення факультативного курсу для учнів 11 класів (поглиблене вивчення математики). Цей курс рекомендується і для класів фізико-математичного профілю. Курс розрахований на 34 години. Тут передбачено розширення традиційних питань вивчення розглядуваної теми шляхом включення таких питань: Показникова форма запису комплексного числа. Застосування комплексних чисел у теорії многочленів. Застосування комплексних чисел у тригонометрії. Застосування комплексних чисел у геометрії. Застосування комплексних чисел у загальній фізиці, електротехніці, техніці [34, с. 367-381].
Для класів інших профілів навчальною програмою [34] вивчення теми «Комплексні числа» не передбачено. Але окремі питання цієї теми включено до двох курсів за вибором:
1. Рівняння в курсі алгебри (для класів універсального профілю, можете бути рекомендований і для класів фізико-математичного профілю). Розглядається тема «Рівняння з комплексними числами» (10 клас), на вивчення відводиться 4 год. Планується розгляд питань: Комплексні числа. Дії з комплексними числами. Розв'язування лінійних і квадратних рівнянь, що містять комплексні числа як коефіцієнти. Розв'язування рівнянь вищих степенів, що містять комплексні числа [34, с. 281-297].
2. Готуємося до ЗНО (для класів універсального профілю). Тут розглядається тема ІІ. 3 (11 клас), на вивчення якої відведено 3-4 голини, і яка включає такі питання: Поняття комплексного числа. Співвідношення між множинами дійсних, раціональних, ірраціональних, цілих, натуральних і комплексних чисел. Дії з комплексними числами. Спрощення алгебраїчних виразів, що містять комплексні числа. Геометрична інтерпретація комплексного числа, тригонометрична форма комплексного числа. Степінь комплексного числа. Формула Муавра. 
	Розглянемо відображення програмового матеріалу теми «Комплексні числа» у підручниках того часу, наприклад, у підручнику [3]. Тема «Комплексні числа» розкривається у § 6 і включає такі підпункти: Множина комплексних чисел. Комплексна площина. Тригонометрична форма комплексного числа. Множення і ділення комплексних чисел, записаних у тригонометричній формі. Корінь n-ого степеня з комплексного числа. У кінці є рубрика «Коли зроблено уроки», у якій розкривається питання «Застосування комплексних чисел». Продовжується вивчення комплексних чисел, а точніше їх застосування в алгебрі, у процесі розгляду § 7 «Многочлени», де розкрито питання «Розв’язування алгебраїчних рівнянь на множині комплексних чисел». Можемо зробити висновок про повну відповідність матеріалу цього підручника Навчальній програмі з математики для класів з поглибленим вивченням математики [34]. 
	Навчальними програмами з математики [29] вивчення теми «Комплексні числа» передбачено тільки на рівні поглибленого вивчення математики. Ця тема є останньою темою в 11 класі, на її вивчення передбачено 24 год. (включаючи і питання про многочлени). Змістовий матеріал теми не відрізняється від відповідного матеріалу за програмою [34] такі питання: Множина комплексних чисел. Геометрична інтерпретація комплексного числа. Алгебраїчна і тригонометрична форми запису комплексного числа. Дії над комплексними числами в різних формах запису. Формула Муавра. Корінь п-го степеня з комплексного числа.
	Отже, достатньо ґрунтовне вивчення комплексних чисел передбачено тільки для класів з поглибленим вивченням математики (і на уроках з математики, і на факультативних заняттях). Старшокласники, які обрали інші профілі навчання з математики, можуть бути у найкращому випадку тільки ознайомлені з цією темою.
1.2. Місце теми «Комплексні числа» в програмі, основна мета вивчення, зміст, вимоги до математичної підготовки учнів 	У Додатку до листа Міністерства освіти і науки України від  03. 07. 2018 р. № 1/9-415 «Методичні рекомендації щодо викладання математики у 2018/2019 навчальному році» [26] вказано, що 10 класи закладів загальної середньої освіти будуть вивчати математику на рівні стандарту (3 години на тиждень) або на профільному рівні (9 годин на тиждень). Для учнів, які вивчатимуть математику на профільному рівні, укладено 2 нові навчальні програми. Одна призначена для учнів, які до 10 класу навчались в загальноосвітніх класах і вирішили обрати математичний профіль лише в 10 класі. Друга програма розрахована на учнів, які вивчали математику поглиблено з 8 класу і на момент вступу до 10 вже мають суттєво більший об’єм знань.
	За Навчальною програмою з математики для учнів 10-11 класів (початок вивчення на поглибленому рівні з 8 класу) загальноосвітніх навчальних закладів [27] на вивчення теми «Комплексні числа та многочлени» відведено 34 години. Тема є останньою програмовою темою вивчення математики в 11 класі. 
У цій програмі підкреслено, що основна мета навчання математики на поглибленому рівні, а, отже, і розглядуваної теми, полягає у забезпеченні свідомого і міцного оволодіння системою математичних знань, навичок і умінь, які потрібні у повсякденному житті і  майбутній трудовій діяльності, достатні для вивчення інших шкільних дисциплін та продовження навчання у вищих закладах освіти за спеціальностями із значною математичною складовою. Конкретизація основної мети вивчення математики для теми «Комплексні числа та многочлени» дає таке: основна мета вивчення розглядуваної теми - завершення змістової числової лінії курсу алгебри розширенням множини дійсних чисел до множини комплексних чисел; озброєння учнів новим ефективним методом розв’язування задач з використанням апарату комплексних чисел, новими методами пізнання; формування в учнів інтересу до вивчення комплексних чисел та математики в цілому за допомогою прикладних задач та задач з міжпредметними та внутришньопредметними зв’язками;  сформувати; підготувати учнів до вивчення курсів вищої математики у ЗВО.
До змісту теми включені такі питання: Множина комплексних чисел. Геометрична інтерпретація комплексного числа. Алгебраїчна і тригонометрична форми запису комплексного числа. Дії над комплексними числами в різних формах запису. Формула Муавра. Корінь п-го степеня з комплексного числа. [Многочлен та його корені. Розклад многочлена на незвідні множники. Кратні корені. Основна теорема алгебри. Теорема Вієта. [Многочлен третього степеня. Рівняння вищих степенів. Формула Кардано.]]. 
	У Навчальній програмі з математики для учнів 10-11 класів загальноосвітніх навчальних закладів (для класів з поглибленим вивченням математики) [28] на вивчення теми «Комплексні числа та многочлени» відведено 24 години. Тема також є останньою програмовою темою вивчення математики в 11 класі. До змісту теми включені питання: Множина комплексних чисел. Геометрична інтерпретація комплексного числа. Алгебраїчна і тригонометрична форми запису комплексного числа. Дії над комплексними числами в різних формах запису. Формула Муавра. Корінь п-го степеня з комплексного числа. Многочлен та його корені. Розклад многочлена на незвідні множники. Кратні корені. Основна теорема алгебри. Теорема Вієта. [Многочлен третього степеня. Рівняння вищих степенів. Формула Кардано.]. 
	Обома програмами передбачено такі навчальні досягнення учнів: описує поняття комплексного числа, його модуля й аргументу; формулює правила дій над комплексними числами в алгебраїчній і тригонометричній формах; знаходить суму, різницю, добуток та частку комплексних чисел, степінь комплексного числа та корінь із комплексного числа; виконує ділення многочленів з остачею; формулює означення кратного кореня та знаходить його кратність; застосовує теорему Вієта до розв’язування задач.
	Серед підручників та навчально-методичних посібників, рекомендованих МОН для використання в освітньому процесі ЗНЗ [30], зазначені для вивчення алгебри в 11 класі такі: 
1. У рубриці «Основні підручники» (вибірка з таблиці [45])
[image: ]
2. У рубриці «Додаткові підручники та посібники» (вибірка з таблиці [46])
[image: ]
Тема «Комплексні числа» розглядається в таких із них: 
	1.  Нелін Є. П. Алгебра. 11 клас : підруч. для загальноосвіт. навч. закладів : академ. рівень, проф. рівень / Є. П. Нелін, О. Є. Долгова. — X. : Гімназія, 2011. — 448 с [31].
		2 Алгебра: підр. для 11 класів з поглибленим вивченням математики : у 2 ч. / А. Г. Мерзляк, Д. А. Неміровський, В. Б. Полонський, М. С. Якір. – Х. : Гімназія, 2011. – ч. 2. – 272 с. [3].
Розглянемо відображення програмового матеріалу теми «Комплексні числа та многочлени» у вказаних підручниках. У підручнику Є. П. Неліна та О. Є Долгової відомості з теми «Комплексні числа» розміщені під рубрикою «Додаток». Розглядається два підпункти: 1. Алгебраїчна форма комплексного числа. 2. Геометрична форма комплексного числа. 
У першому підпункті дається поняття комплексного числа як виразу виду a + bi, спряженого комплексного числа, рівності комплексних чисел, дається означення, записуються властивості та пояснюється, як виконувати арифметичні дії (додавання, множення, віднімання та ділення) над комплексними числами в алгебраїчній формі, трактується геометричне зображення комплексного числа як точки на координатній площині і як вектора. В кінці підпункту є запитання для контролю та 10 задач для самостійного розв’язання. 
Другий підпункт присвячений вивченню комплесних чисел в геометричній формі. Вводиться поняття модуля і аргумента комплексного числа, його тригонометричної форми (на основі геометричного зображення комплексного числа), рівності тригонометричних чисел в геометричній формі, правила виконання дій множення, ділення, піднесення до степеня, добування кореня n-ого степеня з комплексного числа в тригонометричній формі. Пояснюється геометричний зміст модуля різниці двох комплексних чисел. Також є запитання для контролю та 10 задач для самостійного розв’язання.

Набагато ширше тема «Комплексні числа» розкрита у підручнику А. Г. Мерзляка та інших. Короткий опис матеріалу подано нами на с. …, розглянемо його детальніше. У пункті 36. Множина комплексних чисел обґрунтовується необхідність розширення множини дійсних чисел і вказується, яким вимогам нова множина має задовольняти, дається поняття комплексного числа як вектора на координатній площині, початок якого співпадає з початком відліку, вводиться алгебраїчна форма комплексного числа, операції додавання, віднімання множення на дійсне число вводяться як відповідні операції над векторами, операція множення вводиться як множення двочленів, а ділення – як обернена до операції ділення. У пункті 37 вводиться поняття комплексної площини, модуля і аргумента комплексного числа, його тригонометричної форми, пояснюється геометричний зміст модуля різниці двох комплексних чисел. Пункт 38 присвячений вивченню дій множення і ділення комплексних чисел. записаних у тригонометричній формі, та добуванню кореня n-ого степеня з комплексного числа. Пропонується довести методом математичної індукції формулу Муавра, доводиться теорема, що для будь-якого комплексного числа  існує рівно n комплексних чисел, кожне з яких є коренем n-ого степеня з числа z.
Найважливіші теоретичні факти у тексті підручника виокремлено курсивом або жирним шрифтом. Кожен пункт закінчується прикладами розв’язаних завдань. У кінці кожного пункту наведено значну кількість задач для самостійного розв’язання. Виокремлено задачі простіші, середні і важчі, для математичних гуртків, що сприяє реалізації принципу диференціації в навчанні. Також автори дають рекомендації щодо розподілу задач для розв’язання в класі та вдома.
	Отже, на сьогодні вивчення теми «Комплексні числа» передбачено тільки для класів з поглибленим вивченням математики. З аналізу підручників слідує, що викладений у них матеріал сприяє реалізації програмових вимог до математичної підготовки учнів з цієї теми. 

1.3. Психолого-педагогічні передумови вивчення теми «Комплексні числа»
Ефективність навчання математики учнів старшої школи залежить від урахування їхніх вікових і психологічних особливостей. У цьому контексті вагомого значення набувають шляхи стимуляції активного мислення в процесі навчальної діяльності, успішність якого безпосередньо пов’язана з пізнавальною активністю й самостійністю учнів, наявністю пізнавальних мотивів, використанням відповідних дидактичних засобів, спрямованих на виконання навчальних дослідницьких завдань, що вимагають пошуку пояснення й доказу закономірних зв’язків і відношень [17].
З аналізу досліджень, присвячених вивченню вікових і психологічних особливостей учнів [14, 18, 22, 43], слідує, що основне у становленні особистості старшокласника – відкриття власного світу [18]. 
Важливою характеристикою старшого шкільного віку є ставлення до навчальної діяльності і до здобутих знань. Старшокласники починають оцінювати навчальну діяльність із позиції свого майбутнього. Ставлення до навчальної діяльності визначається характером мотивів. На перше місце висуваються мотиви, пов'язані з життєвими планами учнів, їх намірами в майбутньому, світоглядом і самовизначенням. Старшокласники схильні розглядати знання не як цінність саму по собі, а як інструмент, за допомогою якого вони зможуть одержати гарну професію, забезпечити собі великий дохід, високий рівень життя. І в таких випадках навчальні інтереси починають опосередковуватися профілем обраного вищого навчального закладу. А тому значну роль у навчанні старшокласників відповідно до їхнього професійного самовизначення відіграє профільне навчання в школі [25].
Навчання учнів в класах з поглибленим вивченням математики характеризується високим теоретичним рівнем навчального матеріалу, його абстрактністю, вивченням швидкими темпами, усвідомлення учнями важливої ролі теоретичних знань, спрямованих на формування вмінь здійснювати певну діяльність. Тому доцільним є застосування лекційно-практичної системи навчання. Це сприяє вирішенню проблеми раціонального використання навчального часу, активній науковій організації пізнавальної діяльності учнів як у школі, так і вдома.
	Водночас традиційне навчання у школі може давати невисокі результати через ігнорування психологічних особливостей сучасних учнів. Покоління дітей, які зараз навчаються у школі, з раннього дитинства знаходяться в умовах цифрового віртуального середовища. Це покоління часто називають «цифровим» поколінням, поколінням Z [5]. 
	Для «цифрового» покоління характерними є так звані «кліпова» свідомість, «кліпове» мислення. Дослідженням феномену «кліпового» мислення як форми сприйняття навколишньої дійсності за допомогою різноманітного, мозаїчного, фрагментарного сприйняття, його позитивних та негативних сторін, специфіки його прояву в процесі навчання присвячено наукові праці М. Антошків [5], Г. Бахтіної [7], Г. Гич [15], Т. Удовицької [37] та інших.
	Серед особливостей «цифрового» покоління науковці виокремлюють унікальні когнітивні характеристики, які обов'язково потрібно враховувати під час організації навчально-виховного процесу: сприйняття інформації, яка подана невеликими порціями та з перервами; нерозуміння складно представленого матеріалу, неможливість засвоєння великого обсягу даних; праця із шаблонами; переважно візуальне сприйняття повідомлень; мотивування через елементи гри у навчанні; наявність слабких механізмів саморегуляції (контроль, моделювання, оцінка) та, як наслідок, неспроможність самостійно шукати рішення, організовувати час для навчання, розподіляти часові та психічні ресурси в процесі навчання; низький рівень відповідальності та високий рівень самовпевненості; нерозвинутість комунікативних навичок, не вміють говорити та виступати зі структурованими доповідями; наявність яскраво вираженого індивідуалізму, значного інтелектуального потенціалу; швидка орієнтація в інформаційних ресурсах; цінність морального та фізичного комфорту навчального середовища [5].
Дослідники феномену кліповості виокремлюють як позитивні, так і негативні сторони означеного поняття (за [15]). До позитивних сторін цього явища дослідники відносять: 
– таке мислення може використовуватися як захисна реакція організму на інформаційне перевантаження; 
– «кліповий» спосіб роботи з інформаційними ресурсами додає динамізму пізнавальній навчальній діяльності, що дозволяє старшокласникам в умовах зростаючого обсягу навчального матеріалу встигати, іноді хоч би формально, виконати необхідні завдання; 
– «кліпова» поведінка дозволяє бачити багатоплановість, багатоваріантність, неоднозначність підходів до аналізу або вирішення конкретних питань і завдань;
 – «кліпове» мислення сприяє більшій адаптації до мінливої соціальної реальності й до її пізнання 
Наявність у старшокласників «кліпового» мислення означає, що на сьогодні більшість з них не можуть на довгий час зосередити увагу на будь-якому матеріалі (особливо, якщо цей матеріал великий за обсягом), у них знижена здатність до мисленнєвих операцій (аналізу, синтезу, узагальнень тощо), практично відсутні критичність, проективність мислення. Як зазначають науковці [15], у старшокласників негативна «кліповість» виявляється чи не найяскравіше: це пов’язано з тим, що педагоги вимагають від них читати першоджерела, навчальну літературу, конспектувати й аналізувати її. А «цифрове» покоління хоче, щоб навчальний матеріал подавався їм у звичній для них стислій, «кліповій» формі (презентації уроків, стислі їх конспекти, опорні схеми, рисунки тощо).
Під час організації освітнього процесу в загальноосвітніх навчальних закладах, вибору методів і засобів навчання неможливо ігнорувати проблему наявності у сучасних старшокласників особливого типу мислення. З цією метою доцільно, як радять науковці [5, 15]:
· розвивати навички саморегуляції, самоорганізації (як правило, за допомогою спеціальних тренінгів); 
· 

впроваджувати технології розвитку критичного мислення та елементів змагань (так, наприклад, після розв’язання достатньо складного завдання пропонувати учням перевірити одержаний результат за допомогою певного програмного засобу або достатньо поширених зараз он-лайн калькуляторів. Так, для перевірки дій над комплексними числами можна скористатися онлайн калькулятором за посиланням http://ua.onlinemschool.com/math/assistance/complex_number/calculation/. Такий калькулятор можна використати і для перевірки того, що числа  є коренями рівняння )); 
· активно використовувати інтерактивні методи навчання (наприклад, робота в «парах» на уроках; підготовка повідомлень на теми «Необхідність розширення множини дійсних чисел», «Історична довідка про формулу Муавра» тощо. Детальніше це висвітлено у Розділі 2 та Додатках);
· впроваджувати структуровані завдання (робота над такими завданнями сприятиме самостійному виокремленню учнем цілей, завдань, плануванню їхньої реалізації);
· широко використовувати мультимедійні засоби подачі навчального матеріалу (тоді навчальний процес сприймається підлітком як сучасна, а не застаріла методика; подача презентації на уроці буде в такому випадку розглядатися як нова і цікава форма, а не «нудний підручник». Презентації до уроків з теми «Комплексні числа» наведена нами у Додатку Д);
· подавати навчальний матеріал невеликими блоками, застосовуючи до кожного відповідний метод вивчення (робота за зразком, самостійна робота, робота в парах тощо. Саме такий використано нами у проведенні уроків з теми «Комплексні числа» - Додатки А-Г);
· формулювати чіткий і детальний алгоритм дій, необхідних для опанування теми (виписати означення із вказаної сторінки, вивчити формулювання теореми на вказаній сторінці, знайти приклади на ілюстрації певного поняття чи правила в Interneti тощо);
· застосовувати для організації навчання персональні гаджети (надсилати завдання на Viber чи e-mail, пропонувати розв’язати завдання за допомогою певного програмного засобу тощо);
· враховувати любов «цифрового» покоління до публічності (запропонувати здати домашню роботу не в письмовому вигляді, а знявши процес пояснення на відео тощо).
Таким чином, сучасні старшокласники відносяться до «цифрового» покоління, якому притаманне «кліпове» мислення. Для успішної організації навчального процесу, у тому числі і навчання теми «Комплексні числа», слід враховувати особливості феномену кліповості. 



[bookmark: _GoBack]РОЗДІЛ ІІ. МЕТОДИКА ВИВЧЕННЯ ТЕМИ «КОМПЛЕКСНІ ЧИСЛА В СТАРШІЙ ПРОФІЛЬНІЙ ШКОЛІ»
2.1. Календарне планування
Під час вивчення теми «Комплексні числа» вчитель має скласти календарний план. У нашому досліджені ми притримувалися схеми календарного плану і проводили дослідження вивчення цієї теми за наступним навчальним планом. Відповідно до Навчальної програми з математики для учнів 10-11 класів загальноосвітніх навчальних закладів (для класів з поглибленим вивченням математики) [28]. Ця тема є 12 серед тем, на її вивчення відводиться 24 години. У досліджені ми розбиваємо тему на дві «Тема 12.1 Комплексні числа» і «Тема 12.2. Многочлени. Застосування комплексних чисел.», з метою, щоб у дітей не втрачалася пильність і вони весь час були зосереджені на даному матеріалі, адже тема велика за обсягом.
Календарно-тематичне планування
Тема 12.1 Комплексні числа (12 год)
	№ уроку
	Зміст (тема) уроку
	Дата проведення 
	Кількість годин
	Примітка 

	1
	Множина комплексних чисел. Алгебраїчна форма комплексного числа. 
	
	1
	

	2
	Додавання і віднімання комплексних чисел в алгебраїчній формі
	
	1
	

	3
	Множення і ділення комплексних чисел в алгебраїчній формі
	
	1
	

	4
	Геометрична інтерпретація комплексного числа
	
	1
	

	5
	Тригонометрична форма комплексного числа
	
	1
	

	6
	Додавання і віднімання комплексних чисел в тригонометричній формі
	
	1
	

	7
	Множення і ділення комплексних чисел в тригонометричній формі
	
	1
	

	8
	Формула Муавра
	
	1
	

	9
	Корінь n-го степеня з комплексного числа
	
	1
	

	10
	Розв’язування задач і вправ . Самостійна робота
	
	1
	

	11
	Узагальнення і систематизація знань
	
	1
	

	12
	Контрольна робота 
	
	1
	


Після вивчення Теми 12.1 учень (учениця): описує поняття комплексного числа, його модуля й аргументу; формулює правила дій над комплексними числами в алгебраїчній  і тригонометричній формах; знаходить суму. Різницю, добуток і частку комплексних чисел, степінь комплексного числа та корінь із комплексного числа.
Тема 12.2. Многочлени. Застосування комплексних чисел. (12 год)
	№ уроку
	Зміст (тема) уроку
	Дата проведення 
	Кількість годин
	Примітка 

	1
	Многочлени та його корені
	
	1
	

	2
	Розв’язування задач і вправ
	
	1
	

	3
	Основна теорема алгебри
	
	1
	

	4
	Кратні корені
	
	1
	

	5
	Теорема Вієта
	
	1
	

	6
	Розв’язування задач і вправ. Самостійна робота
	
	1
	

	7
	Многочлен третього степеня. Рівняння вищих степенів. Формула Кардано
	
	1
	

	8
	Розв’язування задач і вправ . 
	
	1
	

	9
	Застосування комплексних чисел
	
	1
	

	10
	Розв’язування задач і вправ
	
	1
	

	11
	Узагальнення і систематизація знань
	
	1
	

	12
	Контрольна робота
	
	1
	



Після вивчення Теми 12.2 учень (учениця): виконує ділення многочленів з остачею; формулює означення кратного кореня та знаходить його кратність; застосовує комплексні числа до розв’язання задач. 
2.2. Методика формування поняття комплексного числа
У вищій математиці існує кілька підходів до побудови множини комплексних чисел. Назвемо основні з них:

1) Мінімальне розширення поля дійсних чисел (навчальна дисципліна «Лінійна алгебра»), в якому многочлен  має корінь;
2) Аксіоматичне означення множини комплексних чисел (навчальна дисципліна «Числові системи»). За такого підходу формулюються аксіоми поля комплексних чисел [13]. 


Означення. Системою комплексних чисел називається мінімальне поле , яке є розширенням поля дійсних чисел R і яке містить такий елемент і, що , тобто поле, для якого виконуються такі властивості (аксіоми):
а) структурні аксіоми поля;
б) спеціальні аксіоми:

б1)  - поле дійсних чисел;

б2) ;

б3) ;



б4) Аксіома мінімальності. Будь-яка підмножина М множини С збігається з множиною С, якщо виконуються умови: 1) ; 2) ; 3) .
3) Комплексне число вводять як  упорядковану пару дійсних чисел a; b. Множину таких упорядкованих пар позначають символом С. На цій множині визначається відношення рівності і дві бінарні алгебраїчні операції – додавання і множення – таким чином:

а) ;

b) ;

c) .



Показують, що алгебраїчна система  є полем, число (1; 0) є одиницею цього поля, а число (0; 0) – нулем поля. Вводять для числа (0; 1) позначення і і показують, що . Число (а; 0) позначають як а. Отримують алгебраїчну форму комплексного числа: .
	Зрозуміло, що жоден із підходів у повній мірі не може бути застосований для введення поняття комплексного числа у шкільному курсі математики. З аналізу сучасних підручників слідує, що існує два способи введення комплексного числа: 
1) дається поняття комплексного числа як виразу виду a + bi [31];
2) поняття комплексного числа дається як вектора на координатній площині, початок якого співпадає з початком відліку [3].
	Відповідно до прийнятого способу введення поняття комплексного числа і вводяться дії додавання та множення комплексних чисел. Для кожного із способів доцільно застосувати метод аналогій: якщо ввести комплексне число як виразу виду a + bi, то прослідковується аналогія з діями над виразами (двочленами); якщо ж розглядати комплексне число як відповідний вектор, то вже маємо аналогію з діями над векторами. Як показує практика, учням простіше «працювати» з виразами, ніж з векторами. Тому, на нашу думку, доцільніше притримуватися першого способу введення поняття комплексного числа - як виразу виду a + bi. А зображення комплексного числа через вектор розглянути як геометричну інтерпретацію комплексного числа.
	Розпочати урок слід з аналізу необхідності розширення числових множин. Враховуючи діяльнісний підхід до навчання математики та психологічні і вікові особливості старшокласників (пункт 1.3), доцільно запропонувати двом-трьом учням підготувати невелике повідомлення на тему «Основні числові множини та необхідність їх розширення». Вчитель формулює план такого повідомлення і вказує літературу, в якій відповідний матеріал можна знайти. План може бути таким:
1. Множина натуральних чисел. Необхідність її розширення до множини додатних раціональних чисел.
2. Множина натуральних чисел. Необхідність її розширення до множини цілих чисел.
3. Множина цілих чисел. Необхідність її розширення до множини раціональних чисел.
4. Множина раціональних чисел, необхідність її розширення до множини комплексних чисел.
5. Множина дійсних чисел. Чи необхідне і можливе її розширення?
Література для підготовки: 1) Алгебра: підр. для 11 класів з поглибленим вивченням математики : у 2 ч. / А. Г. Мерзляк, Д. А. Неміровський, В. Б. Полонський, М. С. Якір. – Х. : Гімназія, 2011. – ч. 2. – 272 с., С. 173-174.
[bookmark: _Ref485986620]2) Вивальнюк Л. М., Григоренко В. К., Левіщенко С. С. Числові системи. К. : Вища школа, 1988. 272 с., С. 207-219.
	З метою економії часу та враховуючи інтереси, потреби і особливості «цифрового» покоління, повідомлення доцільно підготувати у вигляді презентації.





	Після обґрунтування необхідності розширення множини дійсних чисел учитель вводить поняття уявної одиниці () і поняття комплексного числа як виразу виду a + bi, де a та b – дійсні числа. Як правило, комплексні числа позначають літерою z: z = a + bi. Далі повідомляє, що такий запис називають алгебраїчною формою комплексного числа z, дійсне число a називають дійсною частиною комплексного числа і записують , дійсне число b називають уявною частиною комплексного числа і записують . Наприклад, якщо z = 3 – 2і, то  і . 

Учитель звертає увагу учнів, що у комплексному числі: 1) може бути рівна нулю дійсна частина, таке комплексне число називають суто уявним. Пропонує навести приклади таких чисел (Очікувана відповідь: 2і, -7і, ); 2) рівною нулю може бути і уявна частина. Які числа будемо мати у цьому випадку? Наведіть приклад. (Очікувана відповідь: Дійсні числа. Наприклад, 
-3; 4,5 тощо). 
Враховуючи психологічні особливості старшокласників, доцільно блок відомостей про поняття комплексного числа висвітлити на слайді (або записати на дошці) (рис. 2.1) і запропонувати усно розв’язати записані там завдання (фронтальна робота).
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Рис. 2.1. Фрагмент презентації
Після розв’язування завдання доцільно поставити перед учнями проблему: Чи можна комплексні числа порівнювати? А саме: які комплексні числа вважати рівними? Чи можна сказати, яке з комплексних чисел менше, а яке більше? На перше питання старшокласники дають відповідь: Два комплексних числа вважаються рівними, якщо рівні їх дійсні та уявні частини, тобто якщо 


, то .
З відповіддю на друге запитання у старшокласників виникають проблеми. Учителеві доцільно повідомити, що, на відміну від решти відомих їм числових множин, на множині комплексних чисел не можна ввести звичного їм відношення «більше» («менше»).



	Для закріплення теоретичних відомостей про відношення рівності на множині комплексних чисел доцільно усно розв’язати завдання (його можна висвітлити на слайді або попередньо записати на дошці): «Для яких значень a та b будуть рівними числа: 1) ; 2) ?» (Відповідь: 1) a = 0, b = -2; 2) ). 
	Для всебічного розгляду сутності комплексного числа слід навести його геометричну інтерпретацію. З цією метою доцільно провести бесіду:
1) Скількома дійсними числами визначається комплексне число? (Двома).
2) Який геометричний об’єкт задається парою дійсних чисел? (Точка на координатній площині; вектор на координатній площині).
3) Отже, як можна трактувати комплексне число z = a + bi з геометричної точки зору? (Як точку A з координатами (а; b) на координатній площині, або як вектор з координатами (а; b), початок якого співпадає з початком відліку). 
4) Зобразимо це на рис. 2.2.
5) На якій осі позначатимемо комплексні числа, у яких уявна частина рівна нулю? (На осі Ох). На якій осі позначатимемо комплексні числа, у яких дійсна частина рівна нулю? (На осі Оу). Тому вісь абсцис називають дійсною віссю і позначають Re, а вісь ординат – уявною віссю і позначають Im. Площину, на якій зображують комплексні числа z називають комплексною площиною (рис. 2.3).
З метою формування вмінь здійснювати геометричну інтерпретацію комплексних чисел доцільно розв’язати вправи двох видів:
1) Зобразіть числа на комплексній площині. 
2) Назвіть комплексне число, яке задане на комплексній площині.
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Завдання можна висвітлити на слайді (рис. 2.4) або записати (попередньо) на дошці.
[image: ]
Рис. 2.4. Фрагмент презентації
	Таким чином, у вищій та елементарній математиці існують різні підходи до побудови множини комплексних чисел. Для свідомого і цілісного уявлення учнів про комплексне число останнє доцільно ввести як виразу виду z = a + bi та розглянути його геометричне тлумачення як точки або вектора на координатній площині.  
2.3. Вивчення дій додавання і віднімання комплексних чисел
Вибір методики вивчення додавання і віднімання комплексних чисел залежить від способу введення комплексних чисел. Оскільки у роботі перевага надається введенню комплексного числа як виразу виду a + bi, де a та b – дійсні числа, то і вводити дії додавання та віднімання комплексних чисел доцільно за аналогією до додавання і віднімання двочленів. Для актуалізації знань варто запропонувати учням спочатку спростити усно вирази (рис. 2.5). Завдання можна висвітлити на слайді (Завдання 1 на рис. 2.5) або записати (попередньо) на дошці.
Враховуючи прагнення старшокласників до самостійності суджень, доцільно запропонувати їм висунути гіпотезу про правила додавання та віднімання комплексних чисел. Після цього вчитель записує правила на дошці (або висвітлює на слайді, рис. 2.5):
	

Нехай . Тоді 



	

Нехай . Тоді 
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Рис. 2.5. Фрагмент презентації




	Для закріплення нових знань доцільно розв’язати кілька завдань усно, дібравши приклади так, щоб дійсна і уявна частини комплексних чисел мали однакові знаки; різні знаки; дійсна (чи уявна) частина одного з чисел була рівною нулю; дійсна і уявна частини були записані дробами. Наведемо приклади: «Знайдіть суму та різницю комплексних чисел z1 та z2, якщо: а) ; б) ; в) ; г) ». (Завдання можна висвітлити на слайді (рис. 2.6) або записати (попередньо) на дошці).

[image: ]
Рис. 2.6. Завдання для закріплення знань
	Доцільно разом із старшокласниками з’ясувати питання про властивості операції додавання комплексних чисел. З цією метою слід провести бесіду.
1) Назвіть властивості операції додавання дійсних чисел. (Операція додавання є комутативною (переставною) та асоціативною (сполучною))

2) Запишіть ці властивості. (.
3) Чи має ці самі властивості операція додавання комплексних чисел? (Так, оскільки додавання комплексних чисел зводиться до додавання дійсних чисел).

4) Запишіть ці властивості. (.
Для письмового розв’язання доцільно пропонувати завдання таких видів:



1) Знайдіть значення виразу , де  – задані дійсні числа,  – задані комплексні числа.
2) Розв’яжіть рівняння (яке зводиться до лінійного відносно невідомого комплексного числа z: az = b, a – число дійсне). 
	Наведемо конкретні приклади. 


1) Знайдіть значення виразу , якщо .

2) Розв’яжіть рівняння .
	Доцільно розглянути суму і різницю комплексних чисел, враховуючи їхню геометричну інтерпретацію. З одного боку, це привчає старшокласників до розгляду поняття з різних точок зору (тут – з алгебраїчної та геометричної сторін), з іншого – сприяє повторенню, узагальненню та систематизації знань та вмінь старшокласників про дії над векторами.
	Для актуалізації знань учнів про додавання та віднімання векторів доцільно запропонувати завдання за готовими рисунками (рис. 2.7):


1) На якому рис. зображено суму векторів  та ? (Рис. а)).


2) На якому рис. зображено різницю векторів  та ? (Рис. б)).


3) На якому рис. зображено різницю векторів  та ? (Рис. в)).
[image: ]Рис. 2.7. Фрагмент презентації
4) Вкажіть геометричну інтерпретацію комплексного числа. (Вектор у комплексній площині).
5) Як додати два комплексних числа, якщо вони задані векторами у комплексній площині? (Знайти суму цих векторів).
6) Як відняти два комплексних числа, якщо вони задані векторами у комплексній площині? (Знайти різницю цих векторів).
	Перший приклад на знаходження суми та різниці двох комплексних чисел, які задані векторами, доцільно розв’язати вчителеві за активної участі старшокласників, решту учні розв’язуватимуть або самостійно (з подальшою перевіркою), або колективно. Доцільно здійснити перевірку правильності додавання та віднімання комплексних чисел, записавши їх в алгебраїчній формі. Розглянемо приклад: «Знайдіть суму та різницю комплексних чисел, заданих на рисунку 2.8а. Запишіть ці числа в алгебраїчній формі та здійсніть перевірку».
	Проводимо фронтальну роботу у вигляді бесіди за запитаннями:
1) 
Як знайти суму комплексних чисел ? (За правилом паралелограма знайти суму двох векторів). Вчитель з поясненням виконує побудову (рис. 2.8б). 
2) 

Як знайти їхню різницю? (Побудувати вектор, який з’єднує кінці заданих векторів; різницею  буде вектор, кінець якого співпадає з кінцем вектора, що зображує число ). Вчитель виконує побудову (рис. 2.8в).
	[image: ]
	


	Рис. 2.8а). Комплексні числа

	Рис. 2.8б) Сума комплексних чисел

	


	Рис. 2.8в) Різниця комплексних чисел


3) 
Використовуючи рисунок, запишіть числа  в алгебраїчній формі. (z1 = 1,5 + 3i; z2 = 3,5 + 2,5i; z1 + z2 = 5 + 5,5i; z2 – z1 = 2 – 0,5i).
4) Чи правильно виконано дії? (Так). 
Як домашнє завдання, доцільно запропонувати учням провести узагальнення матеріалу про дії додавання і віднімання комплексних чисел та оформити це узагальнення у вигляді таблиці 2.2.
Таблиця 2.2
Додавання та віднімання комплексних чисел
	


	Алгебраїчна форма
	Геометричне зображення

	Додавання комплексних чисел

	

	


	Віднімання комплексних чисел

	

	



Таким чином, методика вивчення дій додавання і віднімання комплексних чисел залежить від способу введення комплексного числа. Для свідомого і цілісного уявлення учнів про згадувані дії слід розглянути додавання і віднімання комплексних чисел як в алгебраїчній формі, так і у випадку геометричного зображення комплексного числа вектором.
2.4. Множення і ділення, піднесення до степеня і добування кореня з комплексного числа
	Множення, ділення, піднесення до степеня і добування кореня можна розглядати для комплексних чисел, які задані як алгебраїчній формі, так і тригонометричній формі. Алгебраїчна форма комплексного числа розглянута у пункті 2.2. Введемо поняття тригонометричної форми комплексного числа.
	2.4.1. Множення і ділення комплексних чисел в алгебраїчній формі. Для ознайомлення учнів з множенням комплексних чисел в алгебраїчній формі ми пропонуємо застосувати метод аналогій: множення комплексних чисел виконувати так само, як множення двочленів, враховуючи, що і2 = - 1, та застосовуючи правила додавання (віднімання) комплексних чисел. А правило множення комплексних чисел у загальному вигляді вивести як розв’язання задачі. Перший приклад, коментуючи, розв’язує вчитель.
	Приклад 2.4.1. Виконайте множення (2 + 3і)(7 – 5і).

	Розв’язання. Розкриємо дужки, помноживши кожен доданок з перших дужок на кожен доданок з других дужок: Зведемо подібні доданки (вони підкреслені) і врахуємо, що і2 = - 1. Тоді 


(2 + 3і)(7 – 5і) =.
Далі пропонуємо колективно розв’язати кілька прикладів. 



	Приклад 2.4.2. Виконайте дії: а) ; б) ; в) .





	Розв’язання. (Один з учнів розв’язує біля дошки, коментуючи, решта – в зошитах). а) Розкриємо дужки: . Врахуємо, що і2 = - 1. Тоді . Приклади під пунктами б) і в) розв’язують учні аналогічно. б) . в) .



	Відповідь. а) ; б) ; в) .

	Приклад 2.4.3. Виведіть правило множення комплексних чисел в алгебраїчній формі . 


	Розв’язання. Учень біля дошки: Запишемо добуток комплексних чисел і розкриємо дужки: . Зведемо подібні доданки і врахуємо, що і2 = - 1. Одержимо: .

	Відповідь. .
	Пропонуємо добірку задач для тренування учнів множити комплексні числа. 




	Приклад 2.4.4. Знайдіть добуток: а) ; б) ; в) ; г) .




	Відповідь. а) ; б) ; в) ; г) .
	Важливою складовою вміння ділити комплексні числа є вміння знаходити добуток спряжених чисел. Тому пропонуємо акцентувати на цьому вмінні увагу учнів. Кілька перших прикладів на знаходження добутку спряжених комплексних чисел рекомендуємо розв’язати за зразком множення комплексних чисел (розкриваючи дужки), потім пропонуємо учням сформулювати відповідне правило і потренуватися усно знаходити добуток спряжених комплексних чисел.
	Вчитель. Які комплексні числа називаються спряженими? Наведіть приклади.

	Очікувана відповідь. Комплексні числа називаються спряженими, якщо у них дійсні частини рівні, а уявні частини – протилежні. Наприклад, . 
	Вчитель. Обчисліть добуток пропонованих спряжених чисел.


	Очікувана відповідь. ; . 
	Вчитель. Проаналізуйте одержані результати. Для першої пари число 9 – це квадрат дійсної частини, число 4 – квадрат уявної частини. А для другої пари?
	Очікувана відповідь. Аналогічно, 49 – це квадрат числа – 7 (дійсної частини), а число 25 – квадрат уявної частини (5 чи – 5). 
	Вчитель. Який висновок можете зробити?
	Очікувана відповідь. Добуток двох спряжених чисел дорівнює сумі квадратів дійсної та уявної частин комплексних чисел.


	Вчитель. Отже, якщо , то . Розв’яжемо усно такі приклади.




	Приклад 2.4.5. Обчисліть добуток  усно, якщо: а) ; б) ; в) . 
	Відповідь. а) 13; б) 61; в) 1.
	Поняття частки двох комплексних чисел пропонуємо вводити дедуктивним методом. Учитель формулює означення частки двох комплексних чисел, повідомляє правило ділення двох комплексних чисел, розв’язує кілька прикладів на знаходження частки і пропонує кілька прикладів для формування в учнів умінь виконувати ділення комплексних чисел.











	Вчитель. Часткою двох комплексних чисел  та  називається таке комплексне число , для якого виконується умова . Наприклад, часткою чисел  та  є число , бо. Для того, щоб знайти частку двох комплексних чисел, треба і ділене, і дільник помножити на число, спряжене до дільника, і виконати записані дії, тобто:  Розглянемо приклад: Знайдіть частку чисел  та . Назвіть число, спряжене до дільника.

Очікувана відповідь. Це .

Вчитель. Тоді маємо . Чому дорівнює добуток чисел в знаменнику?
Очікувана відповідь. Це добуток спряжених чисел, тому він дорівнює 9 + 4 = 13.


Вчитель. Обчислимо добуток . Тоді . Як перевірити, що частка обчислена правильно?
Очікувана відповідь. Помножити одержану частку на дільник, добуток має дорівнювати дільнику. 
Вчитель. Перевірте.

Очікувана відповідь. . Отже, ділення виконано правильно.
	Далі пропонуємо колективно розв’язати кілька прикладів.






	Приклад 2.4.6. Обчисліть частку чисел  та , якщо: а) , ; б) , .


	Відповідь. а) ; б) .

	Приклад 2.4.7. Доведіть формулу .



	Приклад 2.4.8. Виконайте дії: а) ; б) ; в);

г) .



	Відповідь. а) ; б) ; в) ; г) 2.
	Для створення мотивації введення тригонометричної форми комплексного числа пропонуємо розв’язати такі задачі:



	Приклад 2.4.9. Обчисліть: а) (; б) ; в) .




	Розв’язання. а) Учні самостійно обчислюють , застосовуючи формулу квадрата різниці і враховуючи рівність і2 = - 1: . б) Для знаходження способу розв’язання вчитель звертається до учнів із запитанням: Чи можна розв’язання цього прикладу звести до попереднього? (Очікувана відповідь: Так, врахувавши, що х4 = (х2)2). Тому . в) Вчитель: Чи можна розв’язати приклад в) аналогічно? Очікувана відповідь. Так, але це дуже довго! Вчитель: Є інші способи обчислення таких виразів і серед них – записати комплексне число  в іншій формі, наприклад, в тригонометричній. Перейдемо до розгляду цього питання.
2.4.2. Тригонометрична форма комплексного числа. (Теоретичну частину розповідає вчитель за активної участі учнів). Розглянемо геометричне зображення комплексного числа z = x + iу у вигляді вектора (рис. 2.9). Довжина вектора z називається модулем комплексного числа z і позначається 

 (
φ
y
x
z
Рис. 2.9. Модуль і аргумент комплексного числа
)
Кут φ між додатнім напрямом осі Ох і вектором z називається аргументом  комплексного числа z і позначається φ = Arg z. 


Він визначений не однозначно, а з точністю до доданку, кратного 2π. Для z = 0 поняття аргументу не визначено. Значення аргументу, що задовольняє умові , називається головним значенням або головною віткою аргументу і позначається argz: Argz = argz + 2πk ( Головне значення аргументу визначається за формулою:


Користуючись цими поняттями, комплексне число можна записати в тригонометричній формі: z = |z| (cos(аrgz) + і(sin(аrgz)).
[image: ]	Розглянемо приклади. (Враховуючи вікові та психологічні особливості старшокласників, доцільно, щоб основні теоретичні факти були висвітлені на слайді – рис. 2.10).
 (
Рис. 2.10. Тригонометрична форма комплексного числа
)Приклад 2.4.10 (біля дошки розв’язує учень за активної участі решти учнів та вчителя). Знайдіть 



модуль і головне значення аргументу комплексного числа: а) ; б) .


Розв’язання. а) Знайдемо модуль комплексного числа:. Оскільки x = 4 > 0, то . 

б) Знайдемо модуль комплексного числа: 


Оскільки x =  < 0, у =  > 0, то






	Відповідь. а) , ; б) , 



	Приклад 2.4.11 (біля дошки розв’язує учень за активної участі решти учнів та вчителя). Запишіть числа у тригонометричній формі: а) ; б) ; в) .



Розв’язання. а) Знайдемо модуль комплексного числа:  Оскільки x = – 2 < 0, у = 0, то . Тому  - тригонометрична форма.
б) Знайдемо модуль комплексного числа:



  Оскільки x = –1 < 0, у =  < 0, то  . Тому

 


	Відповідь. а) ; б) 
	Якщо учні зрозуміли алгоритм переходу від алгебраїчної форми комплексного числа до тригонометричної, то далі пропонуємо розв’язати ще низку задач.




	Приклад 2.4.12. Задані комплексні числа записати в тригонометричній формі: а) 2i; б) ; в) – i; г) ; д) ; е) .


	Відповідь. а) ; б) ; 


в) ; г) ; 


д) ; е) Вказівка: =

=.


	2.4.3. Множення і ділення комплексних чисел в тригонометричній формі. Правила множення та ділення комплексних чисел в тригонометричній формі пропонуємо вводити конкретно-індуктивним методом: запропонувати учням вивести це правило. Вчитель формулює проблему: Два комплексні числа задано в тригонометричній формі  та . Знайдіть їх добуток та частку. Біля дошки один із сильніших учнів коментує і записує: 
		Запишемо добуток заданих чисел і розкриємо дужки. Одержимо


= 

=. Врахуємо, що і2 = - 1, і згрупуємо доданки. Тоді: 


 = 


Але Таким чином, .
	Вчитель. То як помножити два комплексних числа, які задані в тригонометричній формі?
	Очікувана відповідь. Треба перемножити їхні модулі, а аргументи додати. 
	Вчитель. А як, на вашу думку, поділити два комплексних числа в тригонометричній формі? 
	Очікувана відповідь. Поділити модулі, а аргументи відняти.
	Вчитель. Підтвердьте вашу гіпотезу.






	Очікувана відповідь. Розглянемо частку чисел  та : . Помножимо чисельник і знаменник на число, спряжене до дільника: . Добуток спряжених чисел у знаменнику дорівнює сумі квадратів дійсної і уявної частин, тут – це 1. А добуток чисел чисельника, аналогічно попередній задачі, можна представити як . Отже, .
	Вчитель. Сформулюйте правило ділення комплексних чисел в тригонометричній формі.
	Очікувана відповідь. Щоб поділити два комплексних числа в тригонометричній формі, треба поділити їхні модулі, а аргументи відняти.
	Вчитель. Отже, вивели два правила (рис. 2.11). А тепер застосуємо ці правила на практиці. 
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Рис. 2.11. Множення і ділення чисел в тригонометричній формі
	Приклад 2.4.13. Знайдіть добуток і частку чисел z1 та z2, відповідь запишіть в алгебраїчній формі, якщо: 

а) ; 

б) . 










	Розв’язання. Вчитель по-черзі викликає до дошки сильніших учнів, за потреби надає їм допомогу, решта учнів працюють на місцях, звіряючи власні обчислення з записаними на дошці. а) Очікувана відповідь. Щоб помножити два комплексних числа, помножимо їхні модулі , а аргументи додамо . Отже, . Запишемо число в алгебраїчній формі, враховуючи, що . Одержимо . Щоб поділити два комплексних числа, поділимо їхні модулі , а аргументи віднімемо . Отже, . Запишемо число в алгебраїчній формі, враховуючи, що . Одержимо . 










	б) Очікувана відповідь. Щоб помножити два комплексних числа, помножимо їхні модулі , а аргументи додамо . Отже, . Запишемо число в алгебраїчній формі, враховуючи, що . Одержимо . Щоб поділити два комплексних числа, поділимо їхні модулі , а аргументи віднімемо . Отже, . Запишемо число в алгебраїчній формі, враховуючи, що . Одержимо .




		Відповідь. а) , ; б) , .
		Якщо учні зрозуміли, як користуватися правилами множення і ділення чисел в тригонометричній формі, пропонуємо провести навчальну самостійну роботу, а перевірку її написання провести як роботу «в парах». Один із варіантів такої роботи наведено нижче.
		Приклад 2.4.14. Знайдіть добуток і частку чисел z1 та z2, якщо: 

1-ий варіант. 

2-ий варіант. 




		Відповідь. 1-ий варіант: , . 2-ий варіант: , . 
		Після опанування учнями вмінь множити числа в тригонометричній формі, пропонуємо разом з учнями розглянути випадок, коли комплексні числа рівні.
		2.4.4. Формула Муавра. Вчитель. Ми вивели формулу знаходження добутку двох комплексних чисел в тригонометричній формі. Запишіть цю формулу. 

		Очікувана відповідь. .


		Вчитель. Нехай числа  та  рівні. Що це означає?
		Очікувана відповідь. Модулі чисел рівні, рівні і їхні аргументи.

		Вчитель. Нехай . Як у цьому випадку запишемо добуток двох рівних чисел?

		Очікувана відповідь. З одного боку, добуток двох рівних чисел – це квадрат цього числа, з іншого – за формулою множення .
		Вчитель. Отже, щоб піднести комплексне число до квадрата треба піднести до квадрата його модуль, а аргумент збільшити вдвічі. Як, на вашу думку, піднести число до кубу?
		Очікувана відповідь. Піднести до куба його модуль, а аргумент збільшити втричі.
		Вчитель. Перевірте висунуту вами гіпотезу.

		Очікувана відповідь. 


= , що і треба було довести.

		Вчитель. Узагальніть формулу на випадок піднесення комплексного числа до степеня . 

		Очікувана відповідь. . 
		Вчитель. Яким методом можна довести цю формулу?
		Очікувана відповідь. Методом математичної індукції.



		Вчитель. Це ваше домашнє завдання. Довести: . (Пропонуємо, щоб ця формула протягом відповідного уроку залишалася на слайді – рис. 2.12). Ця формула називається формулою Муавра. За цією формулою зручно підносити комплексні числа в тригонометричній формі до натурального степеня. Після уроку, присвяченому множенню і діленню комплексних чисел, у нас залишилася нерозв’язаною проблема: Як обчислити ? Зараз ця задача може бути розв’язаною за допомогою формули Муавра. Для цього треба число  записати у тригонометричній формі. Як це зробити?
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Рис. 2.12. Фрагмент презентації




		Очікувана відповідь. Знайдемо модуль і аргумент комплексного числа: , . Отже, . Застосовуючи формулу Муавра, одержимо . 

		Вчитель. Спростіть вираз .




		Очікувана відповідь. Оскільки число  є періодом записаних функцій, то . За формулами зведення , .

		Вчитель. Отже, . Розглянемо ще приклади. 
		Наступні приклади пропонуємо розв’язувати колективно (по-черзі учні виходять до дошки, решта в цей час розв’язують самостійно, звіряючи свої записи з записами на дошці).






	Приклад 2.4.15. Виконати дії: а) (2 – 2і)10; б) ; в) ; г) ; д) ; е) .


		Відповідь. а) ; б) -4; в) -8; г) ; д) 1233; е) 1.
		2.4.5. Корінь n-ого степеня з комплексного числа. Для актуалізації знань і вмінь учнів, закріплення вивченого матеріалу, мотивації введення нових знань пропонуємо провести бесіду.



		Вчитель. Чому дорівнює ,  на множині дійсних чисел? А  також на множині дійсних чисел? Відповідь обґрунтуйте.






		Очікувана відповідь. , бо ; , бо  – не існує, бо  а шостий степінь дійсного числа невід’ємний.

		Вчитель. Отже, на множині дійсних чисел арифметичний корінь із числа або приймає єдине значення, або не існує. Виявляється, що на множині комплексних чисел це не так. Наприклад, кожне з чисел 1,  є коренем кубічним з одиниці. Як у цьому переконатися?

		Очікувана відповідь. Піднести кожне з чисел до кубу і перевірити, чи вийде 1. Так, 13 = 1. Для піднесення числа  до кубу можна застосувати формулу куба суми, або записати число в тригонометричній формі і застосувати формулу Муавра. 


		Вчитель. Застосуємо формулу Маувра. Об’єднайтеся у дві групи: перша обчислює , друга – 



		Після того, як учні виконають завдання, вчитель формулює теорему про корінь n-ого степеня з комплексного числа та доводить її. Потім робить висновок: Щоб знайти корінь n-ого степеня з комплексного числа, треба саме число записати у тригонометричній формі  і застосувати формулу ,  (формула залишається на слайді протягом відповідного уроку, рис. 2.13). Корінь n-ого степеня з комплексного числа, крім 0, має рівно n різних значень. Корінь n-ого степеня з числа 0 дорівнює 0.
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Рис. 2.13. Корінь n-ого степеня з комплексного числа
		Перший приклад розв’язує вчитель біля дошки з детальними поясненнями. 

		Приклад 2.4.16. Знайдіть квадратний корінь з числа .








		Розв’язання. Запишемо число  в тригонометричній формі: . Тоді . За формулою . Нехай , тоді . Нехай , тоді .
		Відповідь. 1 + і; – 1 – і.
		Для закріплення знань і вмінь учнів знаходити значення кореня n-ого степеня з комплексного числа пропонуємо розв’язати колективно кілька прикладів (один з учнів біля дошки, решта розв’язують в зошитах). 

	Приклад 2.4.17. Знайдіть всі значення кореня





Розв’язання. Запишемо комплексне число  в тригонометричній формі: , головне значення аргументу .  Тоді  і 

 


Якщо k = 0, то



якщо k = 1, то ; 

якщо k = 2, то . 



	Відповідь. ; ; .
	Враховуючи психологічні особливості старшокласників, пропонуємо на уроках, крім традиційних методів і форм навчання, застосовувати інтерактивні. Так, наприклад, можна організувати роботу в малих групах. Кожна група отримує рівносильні завдання, після розв’язання яких групи обмінюються відповідями для перевірки правильності виконання завдання. Завдання можуть бути такими: 

		Приклад 2.4.18. Обчисліть всі значення  для вказаних чисел z і позначте ці значення на колі.  




	1 група: ; 2 група: ; 3 група: ; 4 група: . 







		Розв’язання і пояснення матиме такий вигляд (наводимо для випадку ): Запишемо число  в тригонометричній формі: , тоді . Застосуємо формулу знаходження кореня n-ого степеня з комплексного числа для n = 4. Одержимо: . Нехай k = 0, тоді . Нехай k = 1, тоді .
Нехай k = 2, тоді 

 Нехай k = 3, тоді 


Одержали чотири значення. Позначимо ці числа на одиничному колі (рис. 2.14). 
		Перевірку одна із решти трьох груп може здійснювати по-різному. Ми пропонуємо зробити це так: кожне із значень піднести до 4-го степеня і перевірити, чи вийде – і. особливу увагу треба звернути на те, що числа, які будемо підносити до 4-го степеня, були записані в тригонометричній формі! Наводимо приклад роботи однієї із груп.
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Рис. 2.14. Значення 


		Очікувана відповідь. Застосуємо формулу Муавра. . .



.
		Отже, приклад розв’язано правильно.
		Для тренування учнів знаходити значення кореня n-ого степеня з комплексного числа та застосовувати формулу Муавра ми пропонуємо ще кілька задач.


		Приклад 2.4.19. Знайти всі значення вказаних коренів та зробити перевірку: а) ; б) .








		Відповідь. а) , , ; б) , , , , .
		Таким чином, для свідомого і цілісного уявлення учнів про дії над комплексними числами треба розглядати множення і ділення комплексних чисел як в алгебраїчній, так і в тригонометричній формах. Враховуючи вікові та психологічні особливості старшокласників для формування вмінь виконувати розглянуті дії доцільно широко застосовувати метод аналогій, поєднувати традиційні форми і методи навчання з інтерактивними.
2.5. Застосування комплексних чисел в курсі математики в старшій школі
	Після вивчення теми «Комплексні числа» учитель має показати учням застосування цих чисел. Ми пропонуємо у своїй роботі показати застосування комплексних чисел під час оглядового вивчення многочленів, у тригонометрії, геометрії та фізиці.
2.5.1. Застосування комплексних чисел в теорії многочленів. Оскільки теорія многочленів розглядається окремою темою у класах з поглибленим вивченням математики, то ми у своєму дослідженні не будемо зупинятися на цьому напрямі застосування детально. Ми зосередили свою увагу на таких питаннях: кількість коренів рівняння степеня n; розклад многочлена на множники. 
Спочатку зупинимося на питанні про кількість коренів квадратного рівняння. Для з’ясування цього питання вважаємо за доцільне провести із учнями бесіду.
Вчитель. Ви вивчили нову числову множину – множину комплексних чисел. Що таке уявна одиниця? 

Очікувана відповід.: Уявна одиниця – це . 
Вчитель. У зв’язку з введенням уявної одиниці яка дія над числами стала можливою?
Очікувана відповідь. Знаходити квадратні корені з від’ємних чисел. 
Вчитель. Отже, який висновок про кількість коренів квадратного на множині комплексних чисел ви можете зробити?
Очікувана відповідь. Будь-яке квадратне рівняння на множині комплексних чисел має рівно два корені (з врахуванням кратності кореня). 
Після цього пропонуємо розв’язати разом з учнями кілька квадратних рівнянь, а саме: 
а) дискримінант більший нуля (можна усно);
б) дискримінант рівний нулю (звернути увагу на кратність кореня);
в) дискримінант менший нуля;
г) коефіцієнти комплексні.
	Наведемо приклади. Рівняння а)-б) учні розв’язують усно, решту – один з учнів біля дошки, всі інші розв’язують в зошитах. 





Приклад 2.5.1. Розв’яжіть рівняння на множині комплексних чисел: а)  (усно); б)  (усно); в)  (усно); г) z2 – 6z + 13 = 0; д) z2 + z + 1 = 0; е) ; є) .




Розв’язання. Очікувана відповідь. г) Обчислимо дискримінант: . На множині дійсних чисел це рівняння коренів не мало би, а на множині комплексних чисел: . Отже, рівняння має два корені. д) Обчислимо дискримінант: . На множині дійсних чисел це рівняння коренів не мало би, а на множині комплексних чисел: . Отже, рівняння має два корені.


Вчитель. Зверніть увагу на знайдені корені обох рівнянь. Як називаються числа ; ?
Очікувана відповідь. Це спряжені числа.
Вчитель. Запам’ятайте, якщо квадратне рівняння має дійсні коефіцієнти і від’ємний дискримінант, то корені такого рівняння є спряженими числами.
Далі учні продовжують розв’язувати рівняння. 




	(Відповідь: а) – 2; – 3; б) ; в) ; г) ; д) ; е) 1 + 3і; – 3 – 6і; є) 5 + і; 6 – 2і).
Доцільно звернути увагу і на розв’язування неповних квадратних рівнянь (пропоновані приклади а)-г) доцільно розв’язати усно, д)-е) – письмово). 






Приклад 2.5.2. Розв’яжіть рівняння на множині комплексних чисел: а) ; б) ; в) ; г) ; д) ; е) .






(Відповідь: а) ; б) ; в) ; г) ; д) ; е) ). 
Після розв’язування рівнянь вчитель має зробити висновок:
Вчитель. Оскільки квадратне рівняння на множині комплексних чисел завжди має два корені, то будь-який квадратний тричлен на множині комплексних чисел можна завжди розкласти на лінійні множники. Як це можна зробити?

Очікувана відповідь. Знайти корені відповідного квадратного рівняння і застосувати формулу . 
Вчитель. Розв’яжемо приклад 2.5.3 за варіантами, перевірку здійснимо як роботу «в парах».
Приклад 2.5.3. Розкладіть на множники квадратні тричлени: 

І варіант. 

ІI варіант. 
(Відповідь. І варіант.

 
ІI варіант.

	Не менш важливим, на нашу думку, є вміння складати рівняння (у даному випадку – квадратні) за відомими коренями цього рівняння. Тому пропонуємо розв’язати колективно приклад 2.5.4, повторивши попередньо теорему Вієта (приклади а) – в) слід розв’язати усно, приклади г) – е) – письмово).

Приклад 2.5.4. Складіть зведене квадратне рівняння за його відомими коренями: а) 3 і – 4; б) ; в) 3і і – 3і; г) 5 – 6і і 7 + 2і; д) 2 + 3і і – 7 +і; е) 5 – і і 3 + і.




Розв’язання. Очікувана відповідь. а) Якщо 3 і – 4 – корені квадратного рівняння, то другий коефіцієнт дорівнює – (3 + (– 4)) = 1, а вільний член – 12. Отже, шукане рівняння . г) Обчислимо добуток чисел 5 – 6і і 7 + 2і:  – це вільний член шуканого квадратного рівняння; сума цих чисел  – другий коефіцієнт (з протилежним знаком). Тому шукане рівняння – . (Аналогічно розв’язуємо решту прикладів).






	(Відповідь: а) ; б) ; в) ; г) ; д) ; е) ).
	Після того, як учні навчилися розв’язувати квадратні рівняння на множині комплексних чисел і розкладати квадратні тричлени на множники, вчитель формулює основну теорему алгебри та наслідок з неї. Наголошує, що на множині комплексних чисел незвідними є тільки лінійні множники, що кожне рівняння степеня n має на множині комплексних чисел рівно n коренів (серед яких можуть бути і рівні). А далі переходить до розв’язування задач. Оскільки учні навчилися розв’язувати квадратні рівняння з довільним дискримінантом, то пропонуємо наступні завдання – розв’язати біквадратні рівняння. Розв’язуванню таких рівнянь передує бесіда:
	Вчитель. Яке рівняння називається біквадратним?

	Очікувана відповідь. Рівняння виду  називається біквадратним. 
	Вчитель. Як такі рівняння розв’язати? 

	Очікувана відповідь. Заміною  звести до квадратного рівняння, розв’язати його і повернутися д о заміни. 






	Вчитель. Розв’яжемо рівняння . Проведемо заміну , тоді . За теоремою Вієта . Враховуючи заміну, маємо два рівняння: . Зверніть увагу, раніше ми б сказали, що друге рівняння коренів не має (на множині дійсних чисел). На множині комплексних чисел обидва рівняння мають корені, а саме: . Отже, задане рівняння має чотири корені. А зараз потренуємося такі рівняння розв’язувати.


	Приклад 2.5.5. Розв’яжіть рівняння: а) ; б) . Яке з цих рівнянь не має коренів на множині дійсних чисел?


	Відповідь. а) ; б) . Рівняння б).

	Наступні завдання – це розв’язування рівнянь  методом розкладу лівої частини на множники. Оскільки учні вже знають цей прийом, то пропонуємо зразу переходити до розв’язування (фронтальна робота).



	Приклад 2.5.6. Розв’яжіть рівняння: а) ; б) ; в) .
	Розв’язання. б) Очікувана відповідь. Розкладемо ліву частину рівняння на множники: 


 






 Тоді:  або . Маємо: ; ; .


	Відповідь. а) ; в) .
	Для самостійної роботи пропонуємо добірку завдань.
Розв’яжіть рівняння

1.  (Відповідь. 0; 3і; - 4і)

2.  (Відповідь. 0; 3і; - 3і)

3.  (Відповідь. 2 + 3і; 7 + і)

4.  (Відповідь. 3і; - 3і; 2і; - 2і)

5.  (Відповідь. і; - 1,5і)
	2.5.2. Застосування комплексних чисел в тригонометрії. У нашому дослідженні ми розглядаємо застосування комплексних чисел у тригонометрії у двох ракурсах: а) доведення тотожностей; б) знаходження тригонометричних сум. В обох випадках застосовується тригонометрична форма запису комплексного числа (див. підпункт 2.4). Тому пропонуємо перед розв’язуванням прикладів повторити разом з учнями тригонометричну форму запису комплексного числа, формулу Муавра, а потім розв’язати приклади.

	Приклад 2.5.7. Доведіть, що . 
	Доведення. (Проводить вчитель за активної участі учнів). 



1-ий спосіб. З метою повторення засвоєного матеріалу доцільно повторити спосіб доведення, який вже відомий старшокласникам: 	2-ий спосіб. Розглянемо вираз . За формулою Муавра . З іншого боку, застосовуючи формулу куба суми, одержимо:

.
Виокремимо у цьому виразі дійсну та уявну частини:

. 
Враховуючи умову рівності двох комплексних чисел, маємо: 

.


	Після завершення доведення доцільно обговорити з учнями такі запитання: Який спосіб зручніший? Які переваги надає другий спосіб доведення тотожності? Як виразити  через тригонометричні функції кута ?
	Аналогічні приклади старшокласники розв’язують самостійно. Наведемо добірку таких прикладів.
	Приклад 2.5.8. Виразіть  через тригонометричні функції аргументу .



	Приклад 2.5.9. Виразіть  через  і .
	Розглянемо приклади, в яких комплексні числа застосовуються для знаходження тригонометричних сум.

	Приклад 2.5.10. Знайти суму .


	Розв’язання. Розглянемо комплексне число А + Ві, де А = , В = . 









. Позначимо  = t, тоді , … . Тоді число А + Ві є сумою перших 9-и членів геометричної прогресії: . Обчислимо . Тоді . Підставимо t і спростимо: 



Отже, . Враховуючи умову рівності двох комплексних чисел, одержуємо: . Таким чином, шукана сума дорівнює .

	Відповідь. 


	Варто звернути увагу учнів на той факт, що: 1) це не єдиний спосіб обчислення такої суми (доцільно як домашнє завдання запропонувати учням знайти інший спосіб); 2) одночасно спрощено вираз , який дорівнює .
	Після розв’язання ще кількох таких прикладів (див. № 28.39 із підручника [3], аналогічні приклади може скласти і сам вчитель) доцільно розв’язати узагальнену задачу:
	Приклад 2.5.11. Знайти суми: , .
	Розв'язання. Розглянемо комплексне число   і запишемо його у вигляді:
.
Нехай  тоді , … , . 



За таких позначень  Обчислимо  Отже, 
Отже,  Робимо висновок, що 
Відповідь. – 1; 0.
Наступну добірку задач можна використати для самостійної роботи учнів (використано задачі із [6]).



1. Знайдіть , якщо . (Відповідь. ).


2. Знайдіть суму . (Відповідь. ).




3. Знайдіть суми: , . (Відповідь. , ).

4. Перевірте, чи виконується рівність . (Відповідь. Так).


5. Доведіть, що для  виконується рівність 
	2.5.3. Застосування комплексних чисел в геометрії. У нашому дослідженні ми пропонуємо розглянути застосування комплексних чисел для розв’язання таких задач: а) ознаки колінеарності і ортогональності векторів, умова належності трьох точок одній прямій; б) поділ кола на рівні дуги і побудова правильних многокутників, обчислення площ многокутників; в) перетворення площини.
	Розглянемо відповідну теоретичну основу. Теоретичні викладки проводить вчитель за активної участі учнів.








а) Оскільки комплексне число  можна розглядати як вектор, початок якого збігається з початком координат O, а кінець з точкою , то зрозуміло, що два ненульові вектори колінеарні тоді і тільки тоді, коли аргументи відповідних комплексних чисел рівні (вектори співнапрямлені) або відрізняються на  (вектор протилежно напрямлені): якщо , то вектори  колінеарні   або . 




	Оскільки під час ділення комплексних чисел їхні аргументи віднімаються, то . Це означає, що число  – дійсне, а тому , або .


	Отже, умова колінеарності двох векторів, що відповідають комплексним числам , має вигляд: .




	Аналогічно, вектори  ортогональні, коли . Застосувавши попередні міркування маємо, що умова ортогональності (перпендикулярності) двох векторів, що відповідають комплексним числам , має вигляд: .





	Критерій належності трьох точок  одній прямій визначається колінеарністю векторів . Якщо , то вектори  колінеарні лише тоді, коли . Це і є умова належності трьох точок одній прямій. 
[image: ]	Результати викладеного теоретичного матеріалу доцільно висвітлити на слайді (враховуючи психолого-педагогічні особливості старшокласників) (рис. 2.15). 
Розглянемо приклади. 

 (
Рис. 2.
15
. Застосування комплексних чисел
 
в
 геометрії
)Приклад 2.5.12. (№ 38.20 із [3]). Точки  комплексної 


площини є вершинами чотирикутника. Доведіть, що сторони АВ і CD паралельні тоді і тільки тоді, коли .




Доведення. Сторони АВ і CD будуть паралельні тоді і тільки тоді, коли вектори  будуть колінеарні, тобто  (враховано, що =). З останньої рівності отримуємо те, що треба довести.


















	Приклад 2.5.13. Застосовуючи результат прикладу 2.5.12, доведіть, що чотирикутник  – трапеція, якщо 	Доведення. Перевіримо, для яких точок виконується рівність . Нехай  . Тоді , , , , відповідно , . Отже, сторони АВ і CD паралельні. Покажемо, що сторони АC і ВD не будуть паралельними, тобто покажемо, що . Маємо: , , , . Тоді , . 


Отже, , тобто сторони АC і ВD не будуть паралельними. Таким чином, чотирикутник  – трапеція.



б) Корені n-го степеня з одиниці розміщуються на одиничному колі і ділять це коло на n рівних частин (дуг). А тому рівняння  називають рівнянням поділу кола, а многочлен  називають многочленом поділу кола. Як правило, корені n-го степеня з одиниці позначають . 

Після такого повідомлення вчитель пропонує старшокласникам розв’язати рівняння  (можна і інше) та зобразити знайдені числа на координатній площині (рис. 2.16а). Потім побудувати коло з центром в початку координат і радіуса 1 та переконатися, позначені точки лежать саме на побудованому колі і ділять його на сім рівних дуг (рис. 2.16б).
[image: ]
Рис. 2.16. Корені 7-го степеня з одиниці на координатній площині та одиничному колі
Для закріплення нових знань доцільно розв’язати колективно задачу: 
Приклад 2.5.14. Розділіть коло на 5 рівних частин (дуг). 

[image: ]Після розв’язання задачі вчитель звертається до учнів із запитанням: Як побудувати правильний семикутник? (Очікувана відповідь: З’єднати послідовно точки площини, що відповідають кореням рівняння ). Вчитель демонструє рис. 2.17 і пропонує учням побудувати правильний 5-кутник.
 (
Рис. 2.17. Правильний 7-кутник
)в) Перед повідомленням нового матеріалу доцільно разом з учнями повторити, які перетворення площини їм відомі. 

Враховуючи діяльнісний підхід до навчання математики та психологічні і вікові особливості старшокласників (пункт 1.3), доцільно запропонувати двом-трьом учням підготувати невелике повідомлення на цю тему. Після такого повідомлення доцільно провести з учнями бесіду:


1. Як за допомогою комплексних чисел записати перетворення симетрії відносно початку координат? (Очікувана відповідь: ). Наведіть приклади. (Очікувана відповідь: ). 


2. Як за допомогою комплексних чисел записати перетворення симетрії відносно прямої Ох? (Очікувана відповідь: ). Наведіть приклади. (Очікувана відповідь: ). 



3. Як за допомогою комплексних чисел записати паралельне перенесення? (Очікувана відповідь: , де  – деяке комплексне число). Наведіть приклади. (Очікувана відповідь: ).








4. Застосовуючи комплексні числа можна записати і поворот на кут α. Так, поворот на кут α навколо початку координат задається формулою: . Якщо треба здійснити поворот навколо іншої точки , то треба перенести точку  в початок координат (паралельне перенесення), потім здійснити поворот на кут α, а потім знову нуль перенести в точку : , , , тобто .
Узагальнимо теоретичні відомості (рис. 2.18). (на слайді висвітлюються відповідні перетворення в алгебраїчній та геометричній формах)
	[image: ]
	[image: ]

	Рис. 2.18 Застосування комплексних чисел в геометрії


Після систематизації теоретичного матеріалу доцільно розв’язати приклади на його застосування.








Приклад 2.5.15. (усно). Серед заданих точок вкажіть ті, які симетричні відносно: а) початку координат; б) відносно осі Ох: . Зробіть рисунок. (Очікувана відповідь: а)  і ; б)  і ,  і ). 






Приклад 2.5.16. Знайдіть образ заданої точки при вказаному паралельному перенесенні: а) (усно) , ; б) , . Зробіть рисунок. (Очікувана відповідь: а) ; б) ).






Приклад 2.5.17. Знайдіть образ заданої точки при повороті навколо початку координат на вказаний кут: а) , ; б) , . Зробіть рисунок. (Очікувана відповідь: а) ; б) ). 
2.5.4. Застосування комплексних чисел в фізиці. Перед розв’язуванням задач на застосування комплексних чисел в фізиці, зокрема електротехніці, пропонуємо повідомити учням теоретичну основу цього застосування. Повідомлення може зробити вчитель математики, вчитель фізики (якщо урок бінарний) або учень (який попередньо отримав завдання таке повідомлення підготувати). Повідомлення може бути таким.
Вважають, що широке застосування комплексних чисел в електротехніці розпочалося з 1893 року із виступу геніального електротехніка Карла Августа Штейнмеца в Чикаго на Міжнародному електротехнічному конгресі з доповіддю «Комплексні числа та їх застосування в електротехніці» [33].
З курсу фізики відомо, що змінний струм – це такий струм, який змінюється в часі як за величиною, так і за напрямком. У техніці зустрічаються різні форми змінного струму, проте найпоширеніший сьогодні струм змінний синусоїдальний, саме такий використовується всюди, за допомогою нього електроенергія передається, у вигляді змінного струму вона генерується, перетворюється трансформаторами і споживається навантаженнями. Синусоїдальний струм періодично змінюється за синусоїдальним (гармонійним) законом.





Будь-яка синусоїдальна функція часу a(t) може бути однозначно задана трьома параметрами: амплітудою, частотою і початковою фазою. Її формула для будь-якого моменту часу t: , де  – максимальне значення функції або її амплітуда;  – початкова фаза (кут функції в момент часу прийнятий за початок відліку, тобто при t = 0), аргумент   називається фаза або фазовий кут, він визначає значення функції  в будь-який момент часу. В електричних ланцюгах змінного струму синусоїдальними функціями часу є струм, падіння напруги і ЕРС:



, , .



Відомо, що синусоїдальна функція часу може бути представлена через вектор, який обертається. Модуль цього вектора , а кутова частота . Вектор в момент часу t = 0 утворює з додатнім напрямком осі абсцис кут  (рис. 2.19). 
[image: ]
Рис. 2.19. Представлення синусоїди струму у вигляді вектора, який обертається
	Оскільки вектор можна розглядати як геометричну інтерпретацію комплексного числа, то і синусоїдальні функції можна виражати через комплексні числа [23]. 
	Після такого повідомлення пропонуємо перейти до розв’язування задач. Ми пропонуємо розглянути найтиповішу для електротехніки задачу – задачу про додавання струмів.


[image: ]	Вчитель. Розглянемо найпростішу задачу. Розглянемо схему (див. рис.) [23]. Вважаємо, що нам відомо амплітуду, частоту і початкову фазу, яка рівна нулю. Тоді закон залежності струму від часу можна записати , . Треба знайти загальну силу струму в електричному колі. За яким правилом це можна зробити?
	Очікувана відповідь. Перше правило Кірхгофа: Алгебраїчна сума струмів у вузлі дорівнює нулю. 

	Вчитель. У даному випадку знайти силу струму просто, оскільки початкові фазі рівні: . Задача стає складнішою, якщо початкова фаза одного із струмів не рівна нулю. У цьому випадку доцільно застосувати теорію комплексних чисел як засіб розв’язування задачі з електротехніки. Розглянемо, як це зробити, на конкретному прикладі. 


	Приклад 2.5.18. Нехай в попередній задачі , . Треба знайти загальну силу струму в електричному колі. 
	Розв’язання (проводить учитель з детальним поясненням). Для розв’язування задач такого типу застосовується метод комплексних чисел, суть якого така: 
1) Прикладну задачу, яка сформульована звичайною мовою, треба перевести на мову комплексних чисел.
2) Сформулювати прикладну задачу як математичну на мові комплексних чисел.
3) Розв’язати математичну задачу.
4) Інтепретувати розвязки математичної задачі як розвязки прикладної задачі. Записати відповідь. 
Застосуємо цей метод для розв’язання сформульованої задачі.


Оскільки обидві формули  та  містять функції синус, то введемо, для розв’язання задачі два комплексних числа:


 та .




Уявна частина в обох числах відповідно є  та . Запишемо введені комплексні числа у показниковій формі: , . Додаючи ці числа, одержимо: 




Уявною частиною цієї суми є . Тому загальна сила струму в електричному колі дорівнює .

	Відповідь. .
	На закріплення вивченого матеріалу пропонуємо розглянути з учнями аналогічну задачу. 
	Приклад 2.5.19 Нехай електричне коло змінного струму містить два ланцюги, що з’єднанні паралельно. По них проходить струм, сила якого виражається відповідно формулами  і . Знайти загальну силу струму  в електричному колі [9].
Розв’язання: За законом фізики загальну силу струму  визначають шляхом додавання  і . Оскільки обидві формули містять функції синус, то введемо, для розв’язання задачі два комплексних числа:
;.
Уявна частина в обох числах відповідно є  та . Застосовуючи показникову форму запису комплексного числа маємо: ; .
У результаті додавання комплексних чисел  маємо:
.
Уявною частиною суми  є . Таким чином: 
.
Відповідь. Загальна сила струму в електричному колі дорівнює .
Якщо учні зрозуміли ідею застосування комплексних чисел в електротехніці, то пропонуємо розв’язати ще такі задачі.


	Приклад 2.5.20 Під дією напруги  в колі проходить струм . Знайдіть активний та реактивний опори [9]. 

	Відповідь. Активний опір 11 Ом, реактивний  Ом.
[image: ]	Приклад 2.5.21* Нехай задано схему (див. рис.) і значення основних параметрів: напруга на котушці 50 В, опір резистора 25 Ом, індуктивність котушки 500 мГн, електроємність конденсатора 30 мкФ, опір проводу котушки 10 Ом, частота мережі 50 Гц.
Знайдіть: показання амперметра, вольтметра, ватметра [33]. 
	Відповідь. Показання амперметра 0,317 А, вольтметра 19,5 В,  ватметра 3,51 Ватт.
Таким чином, комплексні числа широко застосовуються для розв’язання геометричних задач та задач тригонометрії та електротехніки. Недоцільно говорити, що розв’язування задачі за допомогою комплексних чисел є гіршим чи кращим, воно просто інше. А озброєння учнів різними методами розв’язування задач сприяє розвитку математичної  компетентності учнів.







ВИСНОВКИ
	Відповідно до поставленої мети і визначених завдань у ході дослідження отримано такі результати: розглянуто ретроспективний аналіз включення теми «Комплексні числа» до курсу математики в старшій школі й з’ясовано місце цієї теми в програмі сучасної школи, основну мету вивчення й зміст теми «Комплексні числа», вимоги до знань і вмінь старшокласників з цієї теми; з’ясовано психолого-педагогічні умови вивчення теми «Комплексні числа»; розроблено календарне планування вивчення теми «Комплексні числа», до якого окремими уроками ввійшли теми про застосування комплексних чисел в алгебрі, тригонометрії, геометрії та фізиці; удосконалено методику вивчення теми «Комплексні числа» шляхом широкого застосування на уроках інформаційно-комунікаційних технологій і методів та форм інтерактивного навчання. 
	Результати проведеного дослідження послугували підставою для висновків:
1. Поняття про комплексні числа виникло як чисто формальний математичний результат у процесі розв’язування рівнянь вищих степенів, тобто з внутрішніх потреб самої математики, хоча і не знаходило довгий час широкого визнання серед математиків.
2. Подальший розвиток теорії комплексних чисел відбувався у двох напрямах: теоретичному (побудова самої математичної теорії) та практичному (розширення кола застосувань комплексних чисел). 
3. У певні історичні проміжки часу включенню теорії комплексних чисел у програмовий матеріал з математики приділялася різна увага. Нині основи теорії комплексних чисел вивчаються в класах з поглибленим вивченням математики, на вивчення цієї теми відведено 12 годин. 
4. Існують різні підходи до введення поняття комплексного числа як у курсах вищої математики, так і в шкільному курсі математики. Залежно від способу введення комплексного числа розглядається і методика вивчення теорії комплексних чисел, зокрема методика вивчення арифметичних дій над комплексними числами. 
5. Для свідомого і ефективного вивчення учнями теорії комплексних чисел слід враховувати психологічні та вікові особливості старшокласників, доцільно поєднуючи традиційні та інноваційні методи, форми і засоби навчання.
6. Для розширення міжпредметних зв’язків і ознайомлення старшокласників з новими методами пізнання слід включити до програмового матеріалу тему «Застосування комплексних чисел».
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Додаток А
План-конспект уроку «Поняття про комплексне число»
Цілі: 1) Освітня: обґрунтувати необхідність розширення множини дійсних чисел, ознайомити учнів з поняттям комплексного числа, його геометричною інтерпретацією, дати уявлення про уявну одиницю.
2) Розвиваюча: розвивати в учнів логічне мислення, вміння аналізувати, порівнювати, узагальнювати, встановлювати причинно-наслідкові зв’язки, класифікувати. 
3) Виховна: виховувати інтерес до вивчення математики, математичну культуру і мову; сприяти вихованню високої творчої активності.
Обладнання: проектор, підручник

Хід уроку
1. Організаційна частина (3 хв). Перевірка готовності класу до уроку, повідомлення теми та цілей уроку.
2. Мотивація. Один з учнів виступає з повідомленням на тему «Основні числові множини та необхідність їх розширення» (виступ супроводжується презентацією) – 5 хв.
3. Пояснення нового матеріалу. Після повідомлення учня слідує пояснення вчителя (25 хв), пояснення супроводжується презентацією. Поняття уявної одиниці і комплексного числа вводяться абстрактно-дедуктивним методом. 




	Вчитель. Як ви зрозуміли, в алгебрі виникла потреба розв’язування рівнянь виду . Щоб можна було це робити, у математиці ввели поняття уявної одиниці: . Після цього стало можливим обчислювати квадратні корені з від’ємних чисел. Так, наприклад, . І ввели поняття комплексного числа. Запишіть означення: Вираз виду a + bi, де a та b – дійсні числа,  - уявна одиниця, називається комплексним числом. 




	Як правило, комплексні числа позначають літерою z: z = a + bi. Такий запис називають алгебраїчною формою комплексного числа z, дійсне число a називають дійсною частиною комплексного числа і записують , дійсне число b називають уявною частиною комплексного числа і записують . Наприклад, якщо z = 3 – 2і, то  і . Множина комплексних чисел позначається буквою С.

У комплексному числі: 1) може бути рівна нулю дійсна частина, таке комплексне число називають суто уявним. Наведіть приклади таких чисел (Очікувана відповідь: 2і, -7і, ); 2) рівною нулю може бути і уявна частина. Які числа будемо мати у цьому випадку? Наведіть приклад. (Очікувана відповідь: Дійсні числа. Наприклад, -3; 4,5). 
	Вчитель. Зверніть увагу на слайд (рис.1). Що ж таке уявна одиниця?

	Очікувана відповідь. Уявна одиниця - це .
	Вчитель. Як записати комплексне число в алгебраїчній формі?
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Рис. 1. Фрагмент презентації
Очікувана відповідь. Це запис виду z = a + bi. 
	Вчитель. Як можна класифікувати комплексні числа?
	Очікувана відповідь. Якщо уявна частина рівна нулю, то маємо дійсне число; якщо дійсна частина рівна нулю, то суто уявне число; якщо не рівні нулю ні дійсна, ні уявна частини – то маємо комплексне число в алгебраїчній формі (як би загальний запис).
	Вчитель. Розв’яжемо усно завдання (фронтальна робота). Розпочнемо з першого.

	Очікувана відповідь. 3і; 15і; .
	Вчитель. Друге завдання. 








	Очікувана відповідь. а)  і ; б)  і  (якщо виникнуть труднощі, то вчитель наголошує, що уявна частина – це дійсний множник біля уявної одиниці); в)  і ; г)  і . 
	Вчитель. Серед чисел завдання 2 назвіть суто уявні.

	Очікувана відповідь. .
	Вчитель. Третє завдання.
	Очікувана відповідь. а) 1 – 2і; б) – 8 – і; в) 5і; г) 8,5.
	Вчитель. Для будь-яких двох дійсних чисел можна сказати, яке з них більше, яке менше, або вони рівні. На вашу думку, чи можна так само сказати про комплексні числа? З’ясовується, що ми не можемо сказати,я ке з комплексних чисел більше, а яке менше. Для комплексних чисел ми розглядаємо тільки відношення «дорівнює». Які саме комплексні числа ми називатимемо рівними?
	Очікувана відповідь. Ті, у яких є рівними дійсні і уявні частини відповідно. 


	Вчитель. Правильно. Якщо , то . Зверніть увагу на слайд (рис.2). Усно розв’яжемо завдання (фронтальна робота).
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Рис. 2. Фрагмент презентації


	Очікувана відповідь. 1) ; 2) .
Вчитель. Добре. Це ви зрозуміли. Скількома дійсними числами визначається комплексне число? 
Очікувана відповідь. Двома.
Вчитель. Який геометричний об’єкт задається парою дійсних чисел? 
Очікувана відповідь. Точка на координатній площині; вектор на координатній площині.
Вчитель. Отже, як можна трактувати комплексне число z = a + bi з геометричної точки зору? 
Очікувана відповідь. Як точку A з координатами (а; b) на координатній площині, або як вектор з координатами (а; b), початок якого співпадає з початком відліку. 
Вчитель. Зобразимо це на рис. 2.2 (фрагмент презентації). На якій осі позначатимемо комплексні числа, у яких уявна частина рівна нулю? 
Очікувана відповідь. На осі Ох. 
Вчитель. На якій осі позначатимемо комплексні числа, у яких дійсна частина рівна нулю? 
Очікувана відповідь. (На осі Оу). 
Вчитель. Тому вісь абсцис називають дійсною віссю і позначають Re, а вісь ординат – уявною віссю і позначають Im. Площину, на якій зображують комплексні числа z називають комплексною площиною (рис. 2.3. – фрагмент презентації).
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Рис. 3. Фрагмент презентації
Вчитель. Розв’яжемо завдання, записані на слайді (рис. 4). Бажаючі по-черзі виходьте до дошки, решта працюєте в зошитах.
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Рис. 4. Фрагмент презентації
4. Розв’язування вправ (5 хв). 
	Вчитель. Відкрийте підручники на с. 181. Розв’яжемо завдання № 36.4 (1; 2). Приклад 1) розв’язуємо усно. 
	Очікувана відповідь. х = – 6, у = – 7. 
	Вчитель.  Приклад 2) із цього номера розв’язує біля дошки …, а всі решта – в зошитах. 






	Очікувана відповідь. Два комплексні числа рівні, якщо рівні їхні дійсні і уявні частини. Тому запишемо систему . Її розв’язки  та . Отже, рівність  виконується для двох пар чисел: , .
5. Домашнє завдання (2 хв). Опрацювати конспект. Вивчити означення комплексного числа, вміти наводити геометричне тлумачення комплексного числа. Розв’язати: № 36.2 (додаткове завдання – зобразіть записані числа на комплексній площині), № 36.3, № 36.4 (1; 2).
6. Підведення підсумків уроку (5 хв). 

1. Що таке уявна одиниця? Чому дорівнює ?
2. Що називається комплексним числом?


3. Назвіть комплексне число, в якого  і ? В якій чверті комплексної площини знаходиться точка, яка його позначає?
4. Назвіть дійсну та уявну частини комплексних чисел (завдання 1 на рис. 5).
5. Серед записаних чисел назвіть рівні (завдання 2 на рис. 5).
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Рис. 5. Фрагмент презентації


Додаток Б
План-конспект уроку
«Додавання і віднімання комплексних чисел в алгебраїчній формі»
Цілі: 1) Освітня: ознайомити учнів з діями додавання і віднімання комплексних чисел, навчити виконувати додавання і віднімання комплексних чисел в алгебраїчній формі. 
2) Розвиваюча: розвивати в учнів логічне мислення, вміння аналізувати, порівнювати, узагальнювати, застосовувати метод аналогій, встановлювати причинно-наслідкові зв’язки, класифікувати. 
3) Виховна: виховувати інтерес до вивчення математики, математичну культуру і мову; сприяти вихованню високої творчої активності.
Обладнання: проектор, підручник
Хід уроку
1. Організаційна частина (3 хв). Перевірка готовності класу до уроку, повідомлення теми та цілей уроку.
2. Мотивація і актуалізація знань та вмінь учнів (7 хв). Ви вмієте додавати і віднімати дійсні числа, знаєте властивості цих операцій. Оскільки множина комплексних чисел є розширенням множини дійсних чисел, то природним чином виникає необхідність виконувати арифметичні дії над комплексними числами, зокрема додавати їх та віднімати. З яким раніше вивченим поняттям асоціюється у вас поняття комплексного числа в алгебраїчній формі? (Очікувана відповідь: З двочленом). Згадаймо, як проводиться додавання та віднімання двочленів. Спростіть усно вирази (рис.1а). (Після правильної відповіді учнів ця відповідь з’являється на слайді (рис.1б)).
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	Рис.1а
	Рис.1б







	А тепер розглянемо два комплексні числа в алгебраїчній формі. Як записати їх в загальному вигляді? (Очікувана відповідь: ). Як називаються числа  та ? (Очікувана відповідь: дійсні частини). А числа  та ? (Очікувана відповідь: уявні частини). Яке правило додавання комплексних чисел ви б запропонували? (Очікувана відповідь: Додати дійсні і додати уявні частини).
3. Пояснення нового матеріалу. Після діалогу слідує узагальнення і пояснення вчителя (20 хв). Таким чином, щоб додати два комплексних числа в алгебраїчній формі, треба додати їхні дійсні частини (це буде дійсна частина суми цих чисел) і додати уявні частини (це буде уявна частина суми цих чисел). Аналогічно виконується дія віднімання: щоб відняти два комплексних числа в алгебраїчній формі, треба відняти їхні дійсні частини (це буде дійсна частина різниці цих чисел) і відняти уявні частини (це буде уявна частина різниці цих чисел). Запишемо це у символьній формі (рис.2).
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Рис. 2. Додавання та віднімання комплексних чисел





Розв’яжемо усно завдання (рис 3). Фронтальна робота: учні по-черзі називають правильну відводь (Очікувана відповідь: а) , ; б) ; в) ; г) ).
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Рис. 3. Приклади на додавання та віднімання комплексних чисел
	Далі разом із старшокласниками вчитель з’ясовує питання про властивості операції додавання комплексних чисел. З цією метою слід провести бесіду.
Вчитель. Назвіть властивості операції додавання дійсних чисел. 
Очікувана відповідь. Операція додавання є комутативною (переставною) та асоціативною (сполучною).
		Вчитель. Запишіть ці властивості. 
		Очікувана відповідь. Для будь-яких дійсних чисел 



		Вчитель. На вашу думку, чи має ці самі властивості операція додавання комплексних чисел? 
		Очікувана відповідь. Так, оскільки додавання комплексних чисел зводиться до додавання дійсних чисел.
		Вчитель. Це дійсно так. Запишіть ці властивості. 
		Очікувана відповідь. Для будь-яких комплексних чисел 

.
	Вчитель. Яка геометрична інтерпретація комплексного числа?
	Очікувана відповідь. Це точка на координатній площині або вектор. 
	Вчитель. Зупинимося на інтерпретації комплексного числа як відповідного вектора. Нагадаємо, як додавати і віднімати вектори. Подивіться на рис. 4. Дайте відповіді на запитання.
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Рис. 4. Додавання та віднімання векторів


1) На якому рис. зображено суму векторів  та ? (Рис. а)).


2) На якому рис. зображено різницю векторів  та ? (Рис. б)).


3) На якому рис. зображено різницю векторів  та ? (Рис. в)).
4) Якщо комплексні числа розглядати як вектори, то як знайти їхню суму? (Знайти суму цих векторів).
6) А різницю? (Знайти різницю цих векторів).




	Далі слідує розв’язання конкретного приклада з детальним поясненням вчителя: Нехай задано два комплексних числа  і  (рис. 5а). Для знаходження їхньої суми побудуємо на векторах як на сторонах паралелограм і проведемо його діагональ, що виходить з спільного початку обох векторів. Вона є зображенням вектора, що буде сумою двох комплексних чисел (рис. 5б). Для знаходження різниці цих чисел побудуємо вектор, який з’єднує кінці заданих векторів; різницею  буде вектор, кінець якого співпадає з кінцем вектора, що зображує число  (рис. 5в).
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	Рис. 5а). Комплексні числа

	Рис. 5б) Сума комплексних чисел

	


	Рис. 5в) Різниця комплексних чисел


	Вчитель. Як здійснити перевірку правильності додавання та віднімання комплексних чисел у розв’язаному прикладі?
	Очікувана відповідь. Записати задані числа в алгебраїчній формі і здійснити перевірку.
	Вчитель. Враховуючи, що дві клітинки – це 1, запишіть самі числа та їхні суму та різницю в алгебраїчній формі та здійсніть перевірку.
	Очікувана відповідь. z1 = 1,5 + 3i; z2 = 3,5 + 2,5i; z1 + z2 = 5 + 5,5i; z2 – z1 = 2 – 0,5i. Здійснимо перевірку: 


Отже, дії виконано правильно. 
4. Розв’язування вправ (10 хв). 
	Вчитель. Відкрийте підручники на с. 181. Розв’яжемо завдання № 36.6. Але крім суми, будемо знаходити і різницю.  
	Вчитель. Приклад 1) із цього номера розв’язує біля дошки …, а всі решта – в зошитах. 
	Очікувана відповідь. Для знаходження суми двох заданих комплексних чисел додамо їхні дійсні та уявні частини: 2 + 3 = 5, – 5 + 3 = – 2. Отже, сумою буде число 5 – 2і. Для знаходження різниці віднімемо їхні дійсні та уявні частини: 2 – 3+ = – 1, – 5 – 3 = – 8. Отже, різницею буде число – 1 – 8і. 
	Приклади 2) і 3) розв’язуються аналогічно.
	Вчитель. На вашу думку, як помножити комплексне число на дійсне? 
	Очікувана відповідь. За аналогією з множенням двочлена на одночлен, тобто, треба розкрити дужки, або: помножити на це дійсне число і дійсну частину, і уявну частину комплексного числа. 


	Вчитель. Розв’яжемо завдання: Знайдіть значення виразу , якщо .





	Очікувана відповідь. Завдання розв’яжемо в три етапи: обчислимо , потім , а тоді від першого добутку віднімемо другий: ; ; .
5. Домашнє завдання (2 хв). Опрацювати конспект. Вивчити правила додавання і віднімання комплексних чисел в алгебраїчній формі і як векторів. Розв’язати № 36.7 (знайти суму і різницю), № 36.8. Заповніть таблицю
Додавання та віднімання комплексних чисел
	


	Алгебраїчна форма
	Геометричне зображення

	Додавання комплексних чисел

	
	

	Віднімання комплексних чисел

	
	


6. Підведення підсумків уроку (3 хв). 
1. Як додати два комплексних числа в алгебраїчній формі?
2. Як відняти два комплексних числа в алгебраїчній формі?
3. Виконайте завдання (рис.6).
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Рис. 6. Фрагмент презентації



Додаток В
План-конспект уроку «Формула Муавра»
Цілі: 1) Освітня: ознайомити учнів з формулою Муавра, навчити користуватися цією формулою. 
2) Розвиваюча: розвивати в учнів логічне мислення, вміння аналізувати, порівнювати, узагальнювати, застосовувати метод аналогій, встановлювати причинно-наслідкові зв’язки.
3) Виховна: виховувати інтерес до вивчення математики, математичну культуру і мову; сприяти вихованню високої творчої активності.
Обладнання: проектор, підручник
Хід уроку
1. Організаційна частина (3 хв). Перевірка готовності класу до уроку, повідомлення теми та цілей уроку.




2. Мотивація і актуалізація знань та вмінь учнів (5 хв). На попередньому уроці ми розглядали множення комплексних чисел в тригонометричній формі. Із цією операцію тісно пов’язана операція піднесення до натурального степеня. Дійсно, як і для дійсних чисел . Для  ви знаєте відповідні формули. А як обчислити, наприклад, ? Виявляється, зробити це не так і складно, якщо число  записати в тригонометричній формі і застосувати одну із відомих формул математики – формулу Муавра.
3. Пояснення нового матеріалу (15 хв). Формулу Муавра вводимо конкретно-індуктивним методом. 
		Вчитель. Ми вивели формулу знаходження добутку двох комплексних чисел в тригонометричній формі. Запишіть цю формулу. 

		Очікувана відповідь. .


		Вчитель. Нехай числа  та  рівні. Що це означає?
		Очікувана відповідь. Модулі чисел рівні, рівні і їхні аргументи.

		Вчитель. Нехай . Як у цьому випадку запишемо добуток двох рівних чисел?

		Очікувана відповідь. З одного боку, добуток двох рівних чисел – це квадрат цього числа, з іншого – за формулою множення .
		Вчитель. Отже, щоб піднести комплексне число до квадрата треба піднести до квадрата його модуль, а аргумент збільшити вдвічі. Як, на вашу думку, піднести число до кубу?
		Очікувана відповідь. Піднести до куба його модуль, а аргумент збільшити втричі.
		Вчитель. Перевірте висунуту вами гіпотезу.

		Очікувана відповідь. 


= , що і треба було довести.

		Вчитель. Узагальніть формулу на випадок піднесення комплексного числа до степеня . 

		Очікувана відповідь. . 
		Вчитель. Яким методом можна довести цю формулу?
		Очікувана відповідь. Методом математичної індукції.

		Вчитель. Це ваше домашнє завдання. Довести: . (Пропонуємо, щоб ця формула протягом відповідного уроку залишалася на слайді – рис. 1). Ця формула називається формулою Муавра. За цією формулою зручно підносити комплексні числа в тригонометричній формі до натурального степеня. 

[image: ]
Рис. 1. Формула Муавра
		Вчитель. (прізвище учня) підготував нам невеличке повідомлення про автора цієї формули. 
		Очікувана відповідь учня. 
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Абрахам Муавр народився у Франції 26 травня 1667 року. В 11 років вступив до Протестантської академії в Седані, де встиг провчитися 4 роки. Муавр продовжив освіту в Сомюрі, де провчився 2 роки і вивчав філософію. Ймовірно, в цей час він познайомився з теорією ймовірностей за працями Гюйгенса. 
Далі близько року Муавр слухав лекції з фізики та математики в Парижі. 1688 року він осів у Лондоні, де і прожив до кінця життя. Свої наукові праці писав на англійській та вважається англійським математиком французького походження. На життя де Муавр заробляв приватним викладанням. 
Незабаром де Муавр став дуже відомим математиком. Крім аналізу, Муавр зробив великий вклад в теорію ймовірностей. Довів частиннні випадки теореми Лапласа. Провів розподіл усіх досліджень азартних ігор і ряду статистичних даних з народонаселення. Крім нормального розподілу, він використовував неперервний рівномірний розподіл. Більшість результатів де Муавра були незабаром перекриті працями Лапласа. 
Товаришував з Ісааком Ньютоном, Едмондом Галлеєм та Джеймсом Стірлінгом. 
Кажуть, незадовго до смерті де Муавр зауважив, що стає все більш млявим, і йому потрібно все більше часу для сну. Математик підрахував, що тривалість його сну збільшується в середньому на 15 хвилин на добу. І зробив висновок, що помре, коли кількість цих додаткових хвилин стане рівним 24-м годинах. Виходячи з цього, він назвав дату — 27 листопада 1754-і дійсно помер в цей день, у віці 87 років. 


	Вчитель. Повернемося до сформульованої на початку уроку проблеми: Як обчислити ? Зараз ця задача може бути розв’язаною за допомогою формули Муавра. Для цього треба число  записати у тригонометричній формі. Як це зробити?




		Очікувана відповідь. Знайдемо модуль і аргумент комплексного числа: , . Отже, . Застосовуючи формулу Муавра, одержимо . 

		Вчитель. Спростіть вираз .




		Очікувана відповідь. Оскільки число  є періодом записаних функцій, то . За формулами зведення , .

		Вчитель. Отже, . Розглянемо ще приклади. 
4. Розв’язування вправ (15 хв). 
	Вчитель. Відкрийте підручники на с. 197. Розв’яжемо завдання № 38.5. 
(Приклади пропонуємо розв’язувати колективно (по-черзі учні виходять до дошки, решта в цей час розв’язують самостійно, звіряючи свої записи з записами на дошці)).
	Вчитель. Приклад 1) із цього номера розв’язує біля дошки …, а всі решта – в зошитах. 



		Очікувана відповідь. Треба записати число  у тригонометричній формі. Щоб скористатися формулою Муавра, треба перевірити, що число  записане у тригонометричній формі, це так. Тому .
		Вчитель. Приклад 2) із цього номера розв’язує біля дошки …, а всі решта – в зошитах




Очікувана відповідь. Треба записати число  у тригонометричній формі. Число  перепишемо у тригонометричній формі: . Тоді . Застосуємо формулу Муавра:

 

Аналогічно учні розв’язують приклад 3): .
Вчитель. Розв’яжемо приклади під номером № 38.7. Який план їх розв’язання?
Очікувана відповідь. Спочатку треба числа з алгебраїчної форми перевести в тригонометричну, а тоді застосувати формулу Муавра. 
Вчитель. Приклад 1) із цього номера розв’язує біля дошки …, а всі решта – в зошитах.






Очікувана відповідь. Треба знайти значення виразу . Запишемо число  в тригонометричній формі: , . Тоді . Застосуємо формулу Муавра: . 

Аналогічно учні розв’язують приклади 2) і 3) (Відповідь: 2) -1; 3) .


Для розв’язання прикладів 4) і 5) застосуємо елементи гри-змагання: об’єднуємо клас у дві групи. Перша група розв’язує приклад 4) , друга група – приклад 5)  Оцінюється і швидкість розв’язання, і правильність відповіді. Після закінчення часу (4 хв), відведеного на це завдання, правильні відповіді висвітлюємо на слайді (рис. 2). 
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Рис. 2. Перевірка самостійної роботи
5. Домашнє завдання (3 хв). Вивчити формулу Муавра. Довести цю формулу методом математичної індукції. Розв’язати № 38.6, № 38.8.
6. Підведення підсумків уроку (4 хв). 
1. Для чого застосовують формулу Муавра?
2. Як має бути записане комплексне число, щоб до нього можна було застосувати формулу Муавра?
3. Виконайте завдання (рис. 3)
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Рис. 3. Фрагмент презентації


Додаток Г
План-конспект уроку «Застосування комплексних чисел в електротехніці»
Цілі: 1) Освітня: продемонструвати застосування комплексних чисел в фізиці. 
2) Розвиваюча: розвивати в учнів логічне мислення, вміння аналізувати, порівнювати, узагальнювати, застосовувати метод аналогій, встановлювати причинно-наслідкові зв’язки, формувати вміння встановлювати між предметні зв’язки. 
3) Виховна: виховувати інтерес до вивчення математики, математичну культуру і мову; сприяти вихованню високої творчої активності.
Обладнання: проектор
Бінарний урок
Хід уроку
1. Організаційна частина (3 хв). Перевірка готовності класу до уроку, повідомлення теми та цілей уроку.
2. Пояснення нового матеріалу (20 хв). Вчитель математики. Сьогодні у нас урок незвичайний. Оскільки ми хочемо застосувати комплексні числа для розв’язання задач фізики, то урок ми будемо проводити разом з вашим вчителем фізики. Зараз він вам повідомить теоретичну основу застосування комплексних чисел в фізиці.
Вчитель фізики. Вважають, що широке застосування комплексних чисел в електротехніці розпочалося з 1893 року із виступу геніального електротехніка Карла Августа Штейнмеца в Чикаго на Міжнародному електротехнічному конгресі з доповіддю «Комплексні числа та їх застосування в електротехніці».
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Рис. 1 Фрагмент презентації
З курсу фізики вам відомо, що змінний струм – це такий струм, який змінюється в часі як за величиною, так і за напрямком. У техніці зустрічаються різні форми змінного струму, проте найпоширеніший сьогодні струм змінний синусоїдальний, саме такий використовується всюди, за допомогою нього електроенергія передається, у вигляді змінного струму вона генерується, перетворюється трансформаторами і споживається навантаженнями. Синусоїдальний струм періодично змінюється за синусоїдальним (гармонійним) законом.





Будь-яка синусоїдальна функція часу a(t) може бути однозначно задана трьома параметрами: амплітудою, частотою і початковою фазою. Її формула для будь-якого моменту часу t: , де  – максимальне значення функції або її амплітуда;  – початкова фаза (кут функції в момент часу прийнятий за початок відліку, тобто при t = 0), аргумент   називається фаза або фазовий кут, він визначає значення функції  в будь-який момент часу. В електричних ланцюгах змінного струму синусоїдальними функціями часу є струм, падіння напруги і ЕРС:



, , . (рис. 1)



Відомо, що синусоїдальна функція часу може бути представлена через вектор, який обертається. Модуль цього вектора , а кутова частота . Вектор в момент часу t = 0 утворює з додатнім напрямком осі абсцис кут  (рис. 1). 
Оскільки вектор можна розглядати як геометричну інтерпретацію комплексного числа, то і синусоїдальні функції можна виражати через комплексні числа. 
	Розглянемо найтиповішу для електротехніки задачу – задачу про додавання струмів. Розглянемо схему (див. рис. 2). 
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Рис .2. Фрагмент презентації


Вважаємо, що нам відомо амплітуду, частоту і початкову фазу, яка рівна нулю. Тоді закон залежності струму від часу можна записати ,  (Задача 1 на рис.2). Треба знайти загальну силу струму в електричному колі. За яким правилом це можна зробити?
	Очікувана відповідь. Перше правило Кірхгофа: Алгебраїчна сума струмів у вузлі дорівнює нулю. 

Вчитель фізики. У даному випадку знайти силу струму просто, оскільки початкові фазі рівні: .
Вчитель математики. Але Задача стає складнішою, якщо початкова фаза одного із струмів не рівна нулю. У цьому випадку доцільно застосувати теорію комплексних чисел як засіб розв’язування задачі з електротехніки. Розглянемо, як це зробити, на конкретному прикладі. 


	Задача 2. (рис. 2). Нехай в попередній задачі , . Треба знайти загальну силу струму в електричному колі. 


	Розв’язання (проводить учитель з детальним поясненням). Оскільки обидві формули  та  містять функції синус, то введемо для розв’язання задачі два комплексних числа:


 та .




Уявна частина в обох числах відповідно є  та . Запишемо введені комплексні числа у показниковій формі: , . Додаючи ці числа, одержимо: 




Уявною частиною цієї суми є . Тому загальна сила струму в електричному колі дорівнює .

	Відповідь. .
4. Розв’язування вправ (15 хв). Вчитель математики. А зараз розв’яжемо задачі, які ви бачите на слайді (рис. 3). Задача 3 аналогічна до попередньої. Біля дошки її розв’яже …., а решта – в зошитах.
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Рис. 3. Задачі на застосування комплексних чисел
Очікувана відповідь. Введемо, для розв’язання задачі два комплексних числа:
;.
Уявна частина в обох числах відповідно є  та . Застосовуючи показникову форму запису комплексного числа маємо: ; .
У результаті додавання комплексних чисел  маємо:
.
Уявною частиною суми  є . Таким чином: 
.
Відповідь. Загальна сила струму в електричному колі дорівнює .
	Вчитель фізики. Для розв’язання наступної задачі треба знати, що таке активний та реактивний опори. Аналогічно до того, як вводиться комплексне число для сили струму, вводяться комплексні числа і для напруги, і для опору (їх ще називають комплексною напругою, комплексним опором). Дійсна частина комплексного опору – це активний опір, а уявна – реактивний опір. Отже, який план розв’язання задачі?
	Очікувана відповідь. Як і в попередніх задачах, розглянути комплексні числа для сили струму, напруги, а комплексне число, яке буде часткою введених і буде характеризувати комплексний опір. Треба буде знайти дійсну та уявну частину цього числа. 
	Вчитель математики. Задачу біля дошки розв’яже …., а решта – в зошитах. 




	Очікувана відповідь. Введемо комплексні числа:  – комплексний струм;  – комплексна напруга. Запишемо комплексний опір: Тоді активний опір 11 Ом, реактивний  Ом.
5. Домашнє завдання (3 хв). Опрацювати конспект. Скласти і розв’язати задачу, аналогічну до задачі 4. Розв’язати задачу* (рис. 4).
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6. Підведення підсумків уроку (4 хв). 
1. Які з величин електротехніки є синусоїдальними функціями часу?
2. Для чого застосовують комплексні числа в електротехніці? 


Додаток Д
Презентація до уроків


Додаток Е
Контрольна робота з теми «Комплексні числа»
Варіант 1.

1. Знайдіть значення виразу . У відповідь запишіть дійсну частину одержаного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	13
	· 3
	12
	0
	14
	




2. Знайдіть значення виразу . У відповідь запишіть суму дійсної та уявної частин одержаного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	· 4
	18
	· 56
	28
	44
	




3. Обчисліть 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




4. У якій координатній чверті знаходиться комплексне число ?
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	І
	ІІ
	ІІІ
	ІV
	Визначити неможливо
	




5. Знайдіть модуль r і головне значення φ аргумента комплексного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




6. Запишіть число в тригонометричній формі 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	



7. Запишіть число  в алгебраїчній формі 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




8. Обчисліть 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	0
	64і
	· 64і
	64
	· 64
	



9. Установіть відповідність між рівняннями (1-4) та множиною їхніх коренів на множині комплексних чисел (А-Д)
	
1  
	
А 

	
2  
	
Б 

	
3  
	
В 

	
4  
	
Г 

	   
	
Д 


	1
	

	2
	

	3
	

	4
	



10. Установіть відповідність між виразами (1-4) та їхніми значеннями (А-Д)
	
1  
	
А 

	
2  
	
Б 

	
3  
	
В 

	
4  
	
Г 

	   
	
Д 


                                                                                              
	1
	

	2
	

	3
	

	4
	



11. Знайдіть добуток і частку чисел 

12. Розв’яжіть рівняння 

13. Обчисліть 

14. Знайдіть та зобразіть на координатній площині числа 

15. Зобразіть на комплексній площині всі числа z, які задовольняють умові 

16. Знайдіть всі дійсні пари (х ; у), для яких виконується умова  

Контрольна робота з теми «Комплексні числа»
Варіант 2.

1. Знайдіть значення виразу . У відповідь запишіть уявну частину одержаного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	12і
	· 3
	12
	0
	13
	




2. Знайдіть значення виразу . У відповідь запишіть суму дійсної та уявної частин одержаного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	· 4
	· 8
	     28
	8
	44
	




3. Обчисліть 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




4. У якій координатній чверті знаходиться комплексне число ?
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	І
	ІІ
	ІІІ
	ІV
	Визначити неможливо
	




5. Знайдіть модуль r і головне значення φ аргумента комплексного числа 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




6. Запишіть число в тригонометричній формі 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




7. Запишіть число  в алгебраїчній формі 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	

	

	

	

	

	




8. Обчисліть 
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	

	· 256
	256і
	· 256і
	256
	0
	



9. Установіть відповідність між рівняннями (1-4) та множиною їхніх коренів на множині комплексних чисел (А-Д)
	
1  
	
А 

	
2  
	
Б 

	
3  
	
В 

	
4  
	
Г 

	   
	
Д 


	1
	

	2
	

	3
	

	4
	



10. Установіть відповідність між виразами (1-4) та їхніми значеннями (А-Д)
	
1  
	
А 

	
 2  
	
Б 

	
3  
	
В 

	
4  
	
Г 

	   
	
Д 


                                                                                              
	1
	

	2
	

	3
	

	4
	



11. Знайдіть добуток і частку чисел 

12. Розв’яжіть рівняння 

13. Обчисліть 

14. Знайдіть та зобразіть на координатній площині числа 

15. Зобразіть на комплексній площині всі числа z, які задовольняють умові 

16. Знайдіть всі дійсні пари (х ; у), для яких виконується умова 

Система оцінювання контрольної роботи
	№
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	К-сть
балів
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,25
	0,5
	0,5
	1,5
	1,5
	2
	2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	1
	
	
	
	
	
	



Відповіді
Варіант 1. 1 – А; 2 – Д; 3 – Б; 4 – Г; 5 – А; 6 – В; 7 – Б; 8 – Д;
	1
	А

	2
	В

	3
	Д

	4
	Б


9. 

	1
	В

	2
	Б

	3
	Г

	4
	А



10. 



11. 

12. 
13. і

14. 

15. Кільце 

16. (0; 0), 
Варіант 2. 1 – В; 2 – Б; 3 – Г; 4 – Б; 5 – Б; 6 – Д; 7 – Б; 8 – А;
	1
	В

	2
	А

	3
	Д

	4
	Г



9. 

	1
	В

	2
	Б

	3
	Д

	4
	Г



10. 


11. 

12. 
13. - і

14. 

15. Кільце 

16. (0; 0),  
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