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ПЕРЕДМОВА
Пропонований навчальний посібник “Технічна механіка. Курс лекцій” складається із п’яти модулів: “Статика абсолютно твердого тіла”, “Кінематика матеріальної точки та твердого тіла”, “Кінематика механізмів та машин”, “Динаміка матеріальної точки та механічної системи” і “Динаміка механізмів та машин”. Він розрахований на студентів спеціальності 014.10 Середня освіта (Трудове навчання та технології) і відповідає навчальній програмі курсу “Технічна механіка”, розробленій на основі освітніх стандартів підготовки вчителів трудового навчання та технологій. Але він може бути використаний і студентами спеціальності 015 Професійна освіта спеціалізацій 015.01 Професійна освіта (Будівництво), 015.17 Професійна освіта (Технологія виробів легкої промисловості), 015.18 Професійна освіта (Технологія виготовлення і переробки продуктів сільського господарства) для вивчення курсів “Теоретична механіка” і “Теорія механізмів та машин”, оскільки навчальний матеріал, викладений у посібнику, повністю відповідає чинній програмі цих курсів.
Навчальний матеріал скомпонований за модулями в окремі лекції. При його викладенні автор намагався розкрити фізичну сутність законів, теорем, розрахункових формул і продемонструвати їх прикладами розв’язання задач.
Навчальний посібник має на меті подати той мінімальний обсяг інформації, який необхідний студентам для виконання практичних, лабораторних та модульних контрольних робіт, складання підсумкової форми контролю знань.
У кінці кожної лекції подано перелік запитань для самоконтролю набутих студентом знань.
Теоретичний матеріал у посібнику викладений із широким застосуванням векторного способу як найраціональнішого і такого, що найбільш повно відповідає суті механічних понять. Це потребує знань студентів з векторної алгебри.

Усі закони, теореми, означення та висновки виділені в тексті курсивом, щоб акцентувати на них увагу студентів.
Лекція 1

Вступ
План

1. Механіка і її місце серед інших наук.

2. Основні історичні етапи розвитку механіки.
3. Механіка машин та її основні завдання.
4. Класифікація механізмів та машин.
1. Механіка і її місце серед інших наук

Механікою називається наука про найпростіші форми руху матеріальних тіл, які зводяться до простих переміщень, тобто переходів тіл з одного положення в просторі та часі в інше.

Спочатку розглянемо деякі поняття, що лежать в основі механіки. Це насамперед поняття про матеріальну точку, систему матеріальних точок та абсолютне тверде тіло.
Основні поняття механіки сформувалися в результаті численних дослідів та спостережень над явищами природи.

Матеріальною точкою будемо називати тіло, розмірами якого можна знехтувати при розв’язанні певних задач механіки. Нехтуючи розмірами, ми не нехтуємо цілком його матеріальними властивостями.

Системою називається така сукупність матеріальних точок, рухи і положення яких взаємопов’язані.

Абсолютно твердим тілом називається тіло, відстані між будь-якими двома точками якого не змінюються під час його руху.

Надалі ми розглядатимемо виключно рухи абсолютно твердих тіл, якщо не буде зроблено окремого застереження. Для скорочення висловів абсолютно тверді тіла називатимемо просто твердими.

Курс технічної механіки вивчає рухи матеріальних точок, їх дискретних систем та твердих тіл, а також основи розрахунків і конструювання деталей та вузлів механізмів та машин. Положення, встановлені в механіці, як й інші закони природознавства, об’єктивно відбивають реальну дійсність.

Почасти у зв’язку з історичними традиціями, почасти з методичних міркувань технічну механіку поділяють на чотири основні частини: статику, кінематику, динаміку та розрахунок вузлів та деталей машин. Зміст цих частин будемо розглядати нижче.

Основні поняття механіки розвивались у нерозривному зв’язку з практичними потребами, що виникали в процесі історичного й економічного розвитку людства.

У ранній період розвитку механіки провідні проблеми виникали, зокрема, у зв’язку із запитами мореплавства, для потреб якого треба було мати достатньо точні таблиці, які допомагали визначати положення на небі яскравих зірок, планет і місяця протягом року. У той час головну роль відігравали проблеми небесної механіки. Тепер провідна роль належить проблемам техніки.

Протягом майже всієї історії розвитку механіки можна простежити взаємний зв’язок між проблемами теоретичної механіки і проблемами техніки. Теоретична механіка черпає проблеми, що потребують дослідження, з конкретних питань будівельної механіки, теорії розрахунку і конструювання тощо. Звичайно, і рівень розвитку механіки впливає на розвиток галузей техніки. Цим пояснюється важливість механіки як науки.

2. Основні історичні етапи розвитку механіки

Перші справді наукові результати в галузі механіки знаходимо в працях Архімеда (287 – 212 рр. до н. е.). Йому належить один із основних законів гідростатики і теорія важеля. Він дав пояснення  принципу дії коловороту, клина та винайшов гвинт, на базі якого створив гвинтовий насос для підняття води.
Ми не будемо докладно розглядати історію розвитку механіки, зробимо лише декілька загальних зауважень про найвидатніших учених, авторів низки фундаментальних праць, що сформували сучасну класичну механіку.

Найперше слід згадати М. Коперника (1473–1543) та Й. Кеплера (1571–1630). М. Коперник у загальних рисах окреслив геліоцентричну теорію руху планет навколо Сонця, а Й. Кеплер підтвердив цю теорію відомими трьома законами. Ці закони дали змогу І. Ньютону обґрунтувати закон всесвітнього тяжіння.

Особливо важливі дослідження провів Г. Галілей (1564–1642). Йому належить відкриття першого основного закону механіки – закону інерції. Галілей заклав основи сучасної кінематики, йому належать праці зі статики.

І. Ньютон (1643–1727) об’єднав, узагальнив і обґрунтував тодішні досягнення механіки у своїй визначній праці “Математичні начала натуральної філософії” (1689). У цій книзі висловлені основні положення класичної механіки. Великим досягненням Ньютона було відкриття закону всесвітнього тяжіння.

Розглянемо основні етапи розвитку механіки у XVIII і XIX століттях.

Серед видатних учених XVIII ст. слід відзначити Бернуллі (1667–1748), Ж. д’Аламбера (1717–1783), членів Петербурзької академії наук – М. В. Ломоносова (1711–1765), Л. Ейлера (1707–1783), Ж. Лагранжа (1736–1813). Постаті цих учених та їхні роботи важливими для вивчення механіки. 

М. В. Ломоносов студіював принципові питання про природу сил тяжіння, про збіг інертної маси тіла з ваговою масою. Л. Ейлеру належать ґрунтовані  дослідження з динаміки, зокрема динаміки твердого тіла, Ж. Лагранжу – визначна праця “Аналітична механіка” (1788).

Особливо бурхливого розвитку теоретична механіка набула в XIX ст. Тут ми відзначимо праці У. Гамільтона (1805–1865), К. Якобі (1804–1851), Ф. Гаусса (1777–1855). Дослідження цих учених сприяли розвиткові аналітичних методів механіки.

Із російських учених насамперед відзначимо академіка М. В. Остроградського (1801–1862), який провів фундаментальні дослідження в галузі аналітичної механіки. Великим є внесок у розвиток механіки М. Є. Жуковського (1847–1921). Загальновідомі праці М. Є. Жуковського з аеродинаміки.

Найбільше праць російських учених у галузі теоретичної механіки стосується питань динаміки твердого тіла. Розпочала дослідження у цій частині механіки С. В. Ковалевська (1850–1891).
Перша праця про механізми і машини, яку ми маємо, – це “Механічні проблеми” Арістотеля (384–322 рр. до н. е.), в якій описані важіль, криничний журавель, кривошип, колесо, гончарний верстат, центрифуги, зубчаті колеса тощо.
Велика роль у створенні машин належить грецькому вченому Ктесибію (300–230 рр. до н. е.), який винайшов пожежний насос, створив ряд гідравлічних та пневматичних механізмів.
Великим ученим епохи Відродження був Леонардо да Вінчі (1452–1519). Він уперше експериментально визначив коефіцієнт тертя ковзання, створив багато нових механізмів, різні конструкції ткацьких верстатів, друкарських деревообробних машин, волочильний верстат, розробив декілька проектів вантажопіднімальних машин.
Наукові відкриття М. В. Ломоносова та Л. Ейлера надихнули російських винахідників: І. І. Ползунова (1728–1766) – на розроблення двоциліндрового парового двигуна, пристроїв для подачі води та пари; І. П. Кулібіна (1735–1818) – на створення протеза, годинника-автомата, “самокатки”, конструкція якої містила всі риси майбутніх автомобілів; К. Д. Фролова (1726–1800) – на створення комплексу рудо- і водопіднімальних пристроїв; батька і сина Черепанових – на створення і запуск першої в Росії залізниці на паровій тязі; А. К. Нартова (1693–1756) на побудову токарно-гвинторізного верстата.
Видатному основоположнику російської школи теорії механізмів і машин П. Л. Чебишеву (1821–1894) належить низка досліджень, що стосується синтезу механізмів, теорії регуляторів і зубчатого зачеплення, структури плоских механізмів. Він створив понад 40 оригінальних механізмів.
Велику роль у розвитку теорії механізмів відіграли праці Л. В. Ассура (1878–1920), який створив найраціональнішу класифікацію плоских механізмів.

Основоположником радянської школи теорії механізмів та машин був І. І. Артоболевський (1905–1977), перу якого належать праці зі структури, кінематики та синтезу механізмів, динаміки машин і теорії машин-автоматів, а також низка підручників, навчальних посібників, довідників, визнаних і перекладених багатьма мовами світу.
3. Механіка машин та її основні завдання

Механіка механізмів і машин вивчає методи побудови та дослідження механізмів та машин і складається з основних частин:

1. Структурний аналіз та класифікація механізмів.

2. Кінематичний аналіз механізмів.

3. Динаміка механізмів.

Механіка машин вирішує два основні завдання:

1. Аналіз механізмів. Це завдання полягає в тому, щоб вивчити методи дослідження механізмів. Так, наприклад, кінематичний аналіз передбачає визначення траєкторій, швидкостей та прискорень різноманітних точок механізмів.

2. Синтез механізмів. Це завдання обернене аналізу і полягає в проектуванні механізмів за відомими структурними, кінематичними або динамічними умовами.
4. Класифікація механізмів та машин 

Механізмом називається система твердих тіл, з’єднаних між собою кінематичними парами, призначена для перетворення одного руху в інший.

Призначення механізмів – передавати або змінювати рух.

Механізми можуть бути:

а) гідравлічними;

б) пневматичними;

в) електричними тощо.

З погляду призначення механізми машин поділяють на такі: 

а) механізми двигунів та перетворювачів (генераторів);

б) передавальні (приводи);

в) виконавчі;

г) механізми керування, контролю і регулювання;

д) механізми подачі й транспортування;

е).механізми автоматичного підрахунку, зважування та упаковки готової продукції.

Перші три різновиди механізмів належать до основних, решта – допоміжні.

Механізми двигунів і перетворювачів (генераторів) призначені для перетворення різних видів енергії в механічну роботу і навпаки.

Передавальні механізми (приводи) передають рух від двигуна до виконавчих органів машини.

Виконавчі механізми – це механізми, які безпосередньо діють на оброблюване середовище.

Машиною називається система механізмів, призначена для виконання корисної роботи або перетворення одного виду енергії в інший.

З погляду функцій, які виконують машини, їх можна поділити на такі класи (рис. 1):

а) енергетичні машини;

б) робочі машини;

в) інформаційні машини;

г) кібернетичні машини.

1..Енергетичною називається машина, призначена для перетворення будь-якої енергії в механічну і навпаки. У першому випадку вона має назву “двигун”, а в другому – “генератор”.
2. Робочою  називається машина, призначена для перетворення матеріалів.
Робочі машини поділяють на транспортні та технологічні. 

Транспортною називається робоча машина, в якій перетворення матеріалів полягає тільки в зміні положення основного об’єкта, що переміщається. До них належать автомобілі, трактори, транспортери, ліфти, локомотиви тощо.
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Технологічною називається робоча машина, в якій перетворення матеріалів полягає в зміні форми, властивостей і стану матеріалу або оброблюваного об’єкта. Це верстати, текстильні, металургійні машини тощо.

3..Інформаційною називається машина, призначена для перетворення інформації.

Інформаційні машини поділяють на контрольно-керувальні та математичні.

Контрольно-керувальною називається машина, яка перетворює отриману контрольно-вимірювальну інформацію з метою керування енергетичною або робочою машинами.

Математичною називається машина, що перетворює інформацію, отриману у вигляді різноманітних математичних образів, які задаються у формі окремих чисел або алгоритмів (обчислювальні машини).

4. Кібернетичною називається машина, яка заміняє або імітує різноманітні механічні, фізіологічні або біологічні процеси людини та живої природи і наділена елементами штучного інтелекту. Наприклад, машини, що відновлюють людську мову за заданими акустичними спектрами; машини, що замінюють окремі органи людини (серце, нирки, кінцівки тощо).

Якщо процеси перетворення енергії, матеріалів та інформації відбуваються без безпосереднього втручання людини, то такі машини називаються машинами-автоматами. Але ці машини потребують присутності людини – оператора, тобто такої людини, що стежить за її роботою.

Сукупність машин-автоматів, з’єднаних між собою і призначених для виконання певного технологічного процесу, називається автоматичною лінією.

Запитання для самоконтролю

1. Що вивчає механіка?
2. Дати означення матеріальної точки, системи матеріальних точок, абсолютно твердого тіла.

3. Основні завдання курсу технічної механіки.
4. Історія розвитку механіки як науки.

5. Що вивчає механіка машин, з яких основних частин вона складається? Які завдання вирішує?
6. Дати означення механізму. Різновиди механізмів.
7. Що називається машиною? Як вони класифікуються?
8. Дати означення енергетичних, робочих, інформаційних та кібернетичних машин.

9. Які машини називаються транспортними та технологічними, контрольно-керувальними та математичними?

10. Окреслити поняття “машини-автомати”.

РОЗДІЛ І. СТАТИКА
МОДУЛЬ 1. СТАТИКА АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТІЛА
Лекція 2

Основні поняття та аксіоми статики
План

1. Завдання статики та основні її поняття.

2. Аксіоми статики.

3. В’язі та їх реакції. Приклади в’язей.

1.  Завдання статики та основні її поняття

Статикою називається розділ теоретичної механіки, в якому з’ясовують властивості систем сил і умови рівноваги твердих тіл, що перебувають під дією сил.

Силою називається фізична величина, яка є основною мірою механічної взаємодії матеріальних тіл.

Усі величини в механіці можна поділити на скалярні, тобто такі, які повністю характеризуються їх чисельним значенням, та векторні, тобто такі, які, крім чисельного значення, характеризуються і напрямом у просторі.

Сила – величина векторна. Кожну силу можна характеризувати її величиною або модулем, напрямом у просторі й точкою прикладання.
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Основною одиницею вимірювання сили в Міжнародній системі одиниць (СІ), якою ми будемо користуватись, є 1 ньютон (1Н). Використовують і більш крупну одиницю – 1 кілоньютон (1кН=1000Н). Для статичного вимірювання сили служать відомі нам із фізики прилади – динамометри.

Силу, як і всі інші векторні величини, будемо позначати літерою з рискою над нею (наприклад, 
[image: image1.wmf]F

), а модуль сили – символом 
[image: image2.wmf]F

 або тією ж літерою, але без риски над нею – F. Графічно сила, як й інші вектори, зображується напрямленим відрізком (рис. 1). Довжина цього відрізка виражає в обраному масштабі модуль сили, напрямок відрізка відповідає напрямку сили, а точка А на рис. 1 є точкою прикладання сили. Пряма DE, уздовж якої напрямлена сила, називається лінією дії сили.

Подамо далі деякі означення, якими будемо користуватись у подальшому викладі.

1.
Системою сил будемо називати сукупність сил, які діють на тіло. Якщо лінії дії всіх сил лежать в одній площині, система сил називається плоскою, а якщо лінії дії не лежать в одній площині – просторовою. Сили, лінії дії яких перетинаються в одній точці, називаються збіжними, а сили, лінії дії яких паралельні одна одній, – паралельними.

2.
Тіло, якому із даного положення можна надати будь-яке переміщення в просторі, називається вільним.
3.
Якщо одну систему сил, що діє на вільне тверде тіло, можна замінити іншою системою, не змінюючи при цьому стану спокою чи руху, в якому перебуває тіло, то такі дві системи сил називаються еквівалентними.
4.
Система сил, під дією якої вільне тверде тіло може перебувати в спокої, називається зрівноваженою, або еквівалентною нулю.

5.
Сила, еквівалентна системі сил, називається рівнодійною системи сил. Сила, що зрівноважує систему сил, називається зрівноважувальною. Зрівноважувальна сила дорівнює за модулем рівнодійній, протилежна їй за напрямком й діє вздовж тієї самої прямої.

6.
Розрізняють зовнішні й внутрішні сили стосовно системи. Зовнішніми називаються сили взаємодії між точками системи і тілами, що не належать до неї. Внутрішніми називаються сили взаємодії між точками системи.

7.
Сила, прикладена до тіла в якійсь одній його точці, називається зосередженою. Сили, що діють на всі точки даного об’єму або даної частини поверхні тіла, називаються розподіленими.
Поняття про зосереджену силу є умовним, оскільки практично прикласти силу до однієї точки неможливо. Сили, які в механіці розглядають як зосереджені, по суті є рівнодійними деяких систем розподілених сил. Так, сила ваги, що діє на дане тверде тіло, є рівнодійною сил ваги, що діють на його частини. Лінія дії цієї рівнодійної проходить через точку, яку називають центром ваги тіла.
Завдання статики:

1.
Перетворення систем сил, прикладених до абсолютно твердих тіл, у системи їм еквівалентні, зокрема, зведення даної системи сил до найпростішого вигляду.

2.
З’ясування умов рівноваги систем сил, прикладених до твердого тіла.

Вирішити ці завдання можна за допомогою графічних методів (геометричних побудов) або шляхом чисельних розрахунків, тобто аналітичного методу. Ми здебільшого будемо користуватись останнім.

2. Аксіоми статики
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Перша аксіома. Якщо на вільне абсолютно тверде тіло діють дві сили, то тіло може перебувати в рівновазі тоді й тільки тоді, коли вони однакові за модулем (F1=F2) і діють уздовж спільної лінії дії в протилежних напрямах (рис. 2).

Друга аксіома. Дія даної системи сил на тверде тіло не порушиться, якщо до неї додати або від неї відняти зрівноважену систему сил. Іншими словами, дві системи сил, що відрізняються на зрівноважену систему, еквівалентні одна одній.

Друга аксіома статики має два висновки.

Висновок 1. Дія сили на абсолютно тверде тіло не зміниться, якщо перенести точку її прикладання вздовж лінії її дії в будь-яку іншу точку тіла. 
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Доведення. Нехай на тверде тіло діє сила 
[image: image3.wmf]F

, прикладена в точці А (рис. 3). Візьмемо на лінії дії цієї сили довільну точку В і прикладемо в ній дві сили, що дорівнюють за чисельною величиною силі 
[image: image4.wmf]F

 і напрямлені в прямо протилежні боки вздовж лінії її дії, тобто 
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. Від цього дія сили 
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 на тіло не зміниться. Але ж сили 
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 і 
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 також утворюють зрівноважену систему, яка може бути відкинута. (Відкинуті або перенесені сили ми будемо на рисунках перекреслювати). У результаті на тіло буде діяти тільки одна сила 
[image: image10.wmf]1

F

, прикладена в точці В. Висновок доведено.
Таким чином, вектор сили 
[image: image11.wmf]F

 можна вважати прикладеним у будь-якій точці на її лінії дії (такий вектор називається ковзним).

Звичайно, цей результат матиме реальний фізичний зміст лише тоді, коли точка В належить абсолютно твердому тілу, до якого прикладено в точці А силу 
[image: image12.wmf]F

.

Висновок 2. Рівнодійна і зрівноважувальна сили однакові за  модулем і напрямлені вздовж однієї прямої в протилежні боки.

[image: image2065.png]



[image: image2066.png]


Доведення. Допустимо, що сила   
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 – рівнодійна системи сил 
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 (рис. 4). На підставі аксіоми 1 для сили 
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, а отже, і для системи сил 
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 ,..., 
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 зрівноважувальною буде сила 
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, що дорівнює за модулем силі 
[image: image22.wmf]R

 і напрямлена вздовж однієї з нею прямої в протилежний бік.

Третя аксіома (закон паралелограма). Дві сили, прикладені до твердого тіла в одній точці, мають рівнодійну, яка прикладена в тій самій точці й зображується діагоналлю паралелограма, побудованого на цих силах як на сторонах.
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Вектор 
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, який дорівнює діагоналі паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image24.wmf]1

F

 і 
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 (рис. 5), називається геометричною сумою векторів 
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, тобто 
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Закон паралелограма сил можна ще сформулювати так: дві сили, прикладені до тіла в одній точці, мають рівнодійну, яка дорівнює геометричній (векторній) сумі цих сил і прикладена в тій же точці.

Четверта аксіома (закон рівності дії та протидії). При будь-якій дії одного матеріального тіла на інше має місце така сама чисельно, але протилежна за напрямком протидія.
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Цей закон є одним із основних законів механіки. Із нього випливає, що якщо тіло А діє на тіло В з деякою силою 
[image: image29.wmf]F

, то одночасно тіло В діє на тіло А з такою самою за модулем, напрямленою вздовж тієї самої прямої, але в протилежний бік силою 
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) (рис. 6).

Відзначимо, що сили 
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 і 
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 як такі, що прикладені до різних тіл, не утворюють зрівноважену систему сил.

П’ята аксіома (принцип твердіння). Рівновага тіла, що деформується і перебуває під дією системи сил, не порушиться, якщо тіло вважати затверділим (абсолютно твердим).

Висловлене твердження очевидне. Цей принцип широко використовують в інженерних розрахунках.

3. В’язі та їх реакції. Приклади в’язей 

Тіло, яке може здійснювати із даного положення будь-які переміщення в просторі, називається вільним (наприклад, повітряна куля).

Тіло, переміщенню якого в просторі перешкоджають інші тіла, ті, які з’єднані чи дотикаються до нього, називається невільним. 

Усе те, що обмежує переміщення даного тіла в просторі, називають в’яззю. Оскільки в’язі реалізуються якимись тілами, то в’язями будемо називати самі тіла.

Прикладом невільних тіл є всякий механізм, де рухи окремих точок наперед геометрично обмежені; вантаж, що знаходиться на столі, тощо.

Очевидно, між тілами і в’язями існує система механічних взаємодій. Вплив тіла на в’язь називатимемо дією, тоді вплив в’язі на тіло буде протидією. Протидії в’язей, прикладених до твердого тіла, називаються реакціями в’язей.
Реакції в’язей напрямлені в бік, протилежний тому, куди в’язь не дає переміщатись тілу. Якщо в’язь чинить перешкоду в декількох напрямках, то напрямок реакції в’язі наперед невідомий і повинен визначатись у процесі розв’язання задачі.

Правильне визначення напрямків реакцій в’язей відіграє при розв’язанні задач механіки вкрай важливу роль. Розглянемо деякі випадки в’язей.
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1. Гладенька площина (поверхня) або опора. Гладенькою будемо називати поверхню, тертям об яку даного тіла можна знехтувати. Така поверхня не дає тілу рухатись тільки в напрямку спільного перпендикуляра (нормалі) до поверхонь тіл, що дотикаються, у точці їх дотикання (рис. 7, а).

Тому реакція 
[image: image34.wmf]N

 гладенької поверхні чи опори напрямлена по спільній нормалі до поверхонь тіл, що дотикаються, в точці їх дотикання і прикладена в цій точці. Якщо ж одна із поверхонь, що дотикаються, є точкою (рис. 7, б), то реакція напрямлена по нормалі до іншої поверхні.
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2.
Нерозтяжна нитка. В’язь, що здійснюється за допомогою гнучкої нерозтяжної нитки (рис. 8), не дає тілу М віддалятись від точки підвішення нитки в напрямку АМ. Тому реакція 
[image: image35.wmf]Т

 натягнутої нитки напрямлена вздовж неї до точки її підвішення.
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3.
Циліндричний шарнір (підшипник). За допомогою циліндричного шарніра (або просто шарніра) здійснюється таке з’єднання двох тіл, коли одне тіло може обертатись відносно іншого навколо спільної осі, яка називається віссю шарніра.
Якщо тіло АВ закріплене за допомогою шарніра до нерухомої опори D (рис. 9), то точка А не може переміститись у жодному напрямку, перпендикулярному осі шарніра.

Отже, реакція 
[image: image36.wmf]R

 циліндричного шарніра може мати будь-який напрямок у площині Аху. Для сили 
[image: image37.wmf]R

 у цьому випадку невідомі ні її модуль, ні напрямок (кут α).
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4.
Сферичний шарнір. Тіла, з’єднані  сферичним шарніром, можуть як завгодно повертатися одне відносно іншого навколо центра.

Реакція 
[image: image38.wmf]R

 сферичного шарніра може мати будь-який напрямок у просторі. Для неї наперед невідомі ні її модуль, ні кути з осями Аxyz.
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5.
Невагомий стержень. Невагомий – це такий стержень, вагою якого порівняно з діючим на нього навантаженням можна знехтувати. Нехай для тіла, що перебуває в рівновазі, такий стержень, закріплений у точках А і В шарнірами, є в’яззю (рис. 11).

Тоді на стержень будуть діяти тільки дві сили, прикладені в точках А і В; при рівновазі вони повинні бути напрямлені вздовж однієї прямої, тобто АВ. Але тоді на підставі закону про дію та протидію стержень буде діяти на тіло з силою, теж напрямленою вздовж АВ.

Отже, реакція 
[image: image39.wmf]N

 невагомого шарнірно закріпленого прямолінійного стержня напрямлена вздовж осі стержня.

Запитання для самоконтролю

1.
Що вивчає статика? Її основні завдання.

2.
Дати означення силі, системі сил, вільному тілу, зрівноважувальній та рівнодійній силам.

3.
Які системи сил називаються еквівалентними, зрівноваженими, плоскими, просторовими?

4.
Які це сили: зовнішні та внутрішні, збіжні та паралельні, зосереджені та розподілені?

5.
Сформулювати п’ять аксіом статики та висновки до другої аксіоми.

6.
Яке тіло називається невільним?

7. Що розуміють під в’яззю, реакцією в’язі? Як вони напрямлені?

8. Навести приклади в’язей та визначення напрямків їх реакцій.

Лекція 3

Система збіжних сил
План

1.
Геометричний спосіб додавання сил. Рівнодійна системи збіжних сил.

2.
Розкладання сили на збіжні складові.

3.
Проекція сили на вісь та площину. Аналітичний спосіб задання і додавання сил.

4.
Умови рівноваги системи збіжних сил. Теорема про три непаралельні сили.

1.  Геометричний спосіб додавання сил. Рівнодійна системи збіжних сил

Як було відзначено вище, системою збіжних сил називається система сил, лінії дії яких перетинаються в одній точці.

При розв’язанні задач механіки часто доводиться мати справу з операцією, відомою з векторної алгебри, – додаванням векторів, зокрема сил. Величину, що дорівнює геометричній сумі сил якої-небудь системи, будемо надалі називати головним вектором цієї системи сил. Це поняття не слід плутати з поняттям рівнодійної. Для багатьох систем сил рівнодійної взагалі не існує (це ми побачимо далі), а геометричну суму (головний вектор) можна обчислити для будь-якої системи сил.

1.
Додавання двох сил. Геометрична сума 
[image: image40.wmf]R

 двох сил 
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F

 і 
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 знаходиться за правилом паралелограма (рис. 1, а) або побудовою силового трикутника (рис. 1, б), що зображає одну із половин цього паралелограма.
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а)                                             б)

Рис. 1

Якщо кут між силами дорівнює α, то модуль 
[image: image44.wmf]R

 і кути γ і β обчислюються за формулами:
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf].
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2. Додавання трьох сил, що не лежать в одній площині. Геометрична сума 
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 трьох сил 
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, 
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, що не лежать в одній площині, зображається діагоналлю паралелепіпеда, побудованого на цих силах (правило паралелепіпеда). У справедливості цього твердження переконаємося, застосовуючи послідовно правило паралелограма (рис. 2).

3. Додавання системи сил. Геометрична сума (головний вектор) будь-якої системи сил визначається подвійно: або послідовним додаванням сил системи за правилом паралелограма, або побудовою силового многокутника. Другий спосіб простіший і зручніший. Щоб визначити цим способом суму сил 
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 (рис. 3, а), відкладаємо від довільної точки О (рис. 3, б) вектор 
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, що зображає в обраному масштабі силу 
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, від точки а – вектор 
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, що зображає силу 
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 і т. д., від кінця m останнього вектора відкладаємо вектор 
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m

, що зображає силу 
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F

. З’єднавши початок першого вектора з кінцем останнього, дістанемо вектор 
[image: image63.wmf]On

, який зображає геометричну суму 
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, або головний вектор системи сил:
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а)                                             б)

Рис. 3

4.
 Рівнодійна системи збіжних сил. Розглянемо систему збіжних сил, тобто таких сил, лінії дії яких перетинаються в одній точці (рис. 3, а).

Оскільки сила, що діє на тверде тіло, є ковзним вектором, то система збіжних сил еквівалентна системі сил, прикладених в одній точці А (на рис. 3, а).

Послідовно застосовуючи правило паралелограма сил, доходимо висновку, що система збіжних сил має рівнодійну, що дорівнює геометричній сумі (головному вектору) цих сил і прикладена в точці перетину їх ліній дій. Отже, система сил 
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, зображена на рис. 3, а, має рівнодійну, яка дорівнює їх головному вектору 
[image: image72.wmf]R

 і прикладена в точці А (або в будь-якій іншій точці, котра лежить на лінії дії сили 
[image: image73.wmf]R

, проведеній через точку А).
2. Розкладання сил на збіжні складові

Розкласти дану силу на декілька складових – означає знайти таку систему декількох сил, для якої дана сила є рівнодійною. Це завдання невизначене і має однозначний розв’язок лише при заданні додаткових умов.

Розглянемо два окремих випадки, що трапляються найчастіше.
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1.
 Розкладання сили по двох відомих напрямках. Це завдання зводиться до побудови такого паралелограма, у якого сила, що розкладається, є діагоналлю, а сторони паралельні заданим напрямкам.

Нехай сила 
[image: image74.wmf]R

 розкладається по напрямках АВ і АD на сили 
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 і 
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 – складові сили 
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 (сила 
[image: image78.wmf]R

 і прямі AB i AD звісно лежать в одній площині) (рис. 4).

2.
 Розкладання сили по трьох напрямках. Якщо задані напрями не лежать в одній площині, то завдання є визначеним і зводиться до побудови такого паралелепіпеда, у якого діагональ зображає задану силу 
[image: image79.wmf]R

, а ребра паралельні заданим напрямкам (див. рис. 2).

Способом розкладання сил користуються для визначення сил тиску на в’язі.
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Задача. Нехай вантаж вагою 
[image: image80.wmf]Р

 підвішений на двох тросах АС і ВС, які утворюють з горизонтальною прямою однакові кути α. Обчислити, з якою силою натягнені троси (рис. 5).

Розв’язання. Прикладемо силу 
[image: image81.wmf]Р

 у точці С і розкладемо її по напрямах тросів. Паралелограм у цьому випадку буде ромбом, діагоналі якого перпендикулярні між собою і поділяються в точці перетину навпіл. Із трикутника аСb маємо:
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3. Проекція сили на вісь і площину. Аналітичний спосіб задання і додавання сил

Аналітичний спосіб розв’язання задач ґрунтується на використанні методу проекцій, знайомого нам із векторної алгебри. Оскільки він особливо важливий для механіки, нагадаємо його основи.

Проекція сили (як і будь-якого іншого вектора) на вісь – це алгебраїчна величина, що дорівнює добутку сили на косинус кута між силою і додатним напрямом осі. Якщо цей кут гострий, то проекція додатна, якщо тупий – від’ємна, а якщо сила перпендикулярна осі, то її проекція на вісь дорівнює нулю. Так, на рис. 6:
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Проекцією сили 
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 на площину Оху називається вектор 
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, що міститься між проекціями початку і кінця вектора сили 
[image: image88.wmf]F

 на цю площину (рис. 7).

Таким чином, на відміну від проекції сили на вісь, проекція сили на площину є величиною векторною, оскільки характеризується не тільки модулем, а й напрямком на площині Оху.

У деяких випадках для знаходження проекції сили на вісь зручно спочатку знайти її проекцію на площину, в якій ця вісь лежить, а потім спроектувати знайдену проекцію на дану вісь. Наприклад, у випадку, зображеному на рис. 7:

Fx=Fxy·cosφ=Fcosθcosφ;

Fy=Fxy·sinφ=Fcosθsinφ.

Аналітичний спосіб задання сил. Для аналітичного задання сили необхідно обрати систему координатних осей Oxyz, відносно якої буде визначатись напрямок сили в просторі.

Вектор, що зображає силу 
[image: image89.wmf]F

, можна побудувати, якщо відомі модуль F цієї сили і кути α, β, γ, які сила утворює з координатними осями. Таким чином, величини F, α, β і γ задають силу 
[image: image90.wmf]F

. Точка прикладання сили повинна бути задана окремо її координатами x,y,z (рис. 8).
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Рис. 8 
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Для розв’язання задач механіки зручніше задавати силу її проекціями Fх, Fу, Fz на координатні осі. Знаючи ці проекції, можна визначити модуль сили і кути, які вона утворює з координатними осями, за формулами:
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Якщо ж сили розташовані в  одній площині, то кожну із них можна задати її проекціями на дві осі Ох і Оу. Тоді формули, що визначають силу за її проекціями, набудуть вигляду:
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 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf];
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Аналітичний спосіб додавання сил. Цей спосіб базується на такій теоремі геометрії: проекція вектора суми на яку-небудь вісь дорівнює алгебраїчній сумі проекцій складових векторів на ту саму вісь.

Згідно з цією теоремою, якщо 
[image: image97.wmf]R

 є сумою сил 
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Знаючи Rx, Ry, Rz, за формулами знаходимо:
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Для сил, розташованих в одній площині, відповідні формули матимуть вигляд:
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Ці формули дають можливість розв’язувати задачі про складання сил аналітично. Якщо сили задаються їх модулями та кутами, що вони утворюють з осями, то для застосування аналітичного методу додавання треба попередньо обчислити проекції цих сил на координатні осі.
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Задача. Знайти суму трьох сил, що лежать в одній площині, якщо відомо:F1=15Н; F2=20Н; F3=10Н; φ=600 (рис. 9).

Розв’язання. Обчислимо проекції цих сил на координатні осі:

F1x=0, F2x=20H; F3x=F3·cos600=10·
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F1y= –15H, F2y=0, F3y=F3·sin600=10·
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4.
 Умови рівноваги системи збіжних сил. Теорема про три непаралельні сили

Для рівноваги системи збіжних сил, прикладених до твердого тіла, необхідно і достатньо, щоб рівнодійна, а отже, і головний вектор цих сил дорівнювали нулю.
Умови, яким повинні задовольняти ці сили, можна виразити в геометричній або аналітичній формах.

1.  Геометрична умова рівноваги. Оскільки головний вектор 
[image: image119.wmf]R

 (див. рис. 3) системи збіжних сил визначається  як замикальна сторона силового многокутника, побудованого із цих сил, то він може дорівнювати нулю тоді, коли кінець останньої сили в многокутнику збіжиться з початком першої сили, тобто коли многокутник замкнеться.

Отже, для рівноваги системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб силовий многокутник, побудований із цих сил, був замкнутим.

2. Аналітичні умови рівноваги. Аналітично модуль головного вектора системи сил визначається за формулою:
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Оскільки під коренем стоїть сума додатних складових, то R може дорівнювати нулю тільки тоді, коли одночасно Rx=0, Ry=0, Rz=0, тобто коли сили, що діють на тіло, будуть задовольняти рівності:
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Ці рівності й виражають умови рівноваги системи збіжних сил в аналітичній формі: для рівноваги просторової системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій цих сил на кожну з трьох координатних осей дорівнювали нулю.

Якщо всі збіжні сили, що діють на тіло, лежать в одній площині, то вони утворюють плоску систему збіжних сил. У цьому випадку дістанемо тільки дві умови рівноваги:
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тобто для рівноваги плоскої системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій цих сил на дві координатні осі дорівнювали нулю.
[image: image2082.png]


Теорема про три непаралельні сили. Якщо тіло перебуває в рівновазі під дією трьох непаралельних сил, які лежать в одній площині, то лінії дії всіх трьох сил перетинаються в одній точці.

Доведення. Спочатку розглянемо які-небудь дві сили 
[image: image123.wmf]1

F

 і 
[image: image124.wmf]2

F

, що діють на тіло. Оскільки вони лежать в одній площині й непаралельні, то їх лінії  дії перетинаються в деякій точці А (рис.10). Прикладемо сили 
[image: image125.wmf]1
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 і 
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 в одній точці й замінимо їх рівнодійною 
[image: image127.wmf]R

. Тоді на тіло будуть діяти дві сили: 
[image: image128.wmf]R

 та 
[image: image129.wmf]3

F

, прикладена в деякій точці В тіла. Якщо тіло перебуває в рівновазі, то сили 
[image: image130.wmf]R

 і 
[image: image131.wmf]3

F

 повинні бути напрямлені по одній прямій, тобто вздовж АВ. Отже, лінія дії 
[image: image132.wmf]3

F

 теж проходить через точку А, що і вимагалось довести.

Обернена теорема не має місця, тобто якщо лінії дії трьох сил перетинаються в одній точці, то тіло під дією цих сил може і не перебувати в рівновазі. Отже, теорема виражає тільки необхідну умову рівноваги тіла під дією трьох сил.

Запитання для самоконтролю

1. Як додаються дві сили?

2. Як додати три сили, що не лежать у одній площині?

3. Геометричний спосіб додавання багатьох сил.

4. Чи має система збіжних сил рівнодійну? Як вона визначається?

5. Як розкласти силу по двох напрямках?

6. Як розкладається сила по трьох напрямках, що не лежать у одній площині?

7. Що називається проекцією сили на вісь, площину?

8. Як сила задається аналітично?

9. На якій теоремі ґрунтується аналітичний спосіб додавання сил?

10. Як додати сили аналітично?
11. Сформулювати умови рівноваги плоскої та просторової систем збіжних сил (геометричні й аналітичні).

12. Сформулювати теорему про три непаралельні сили. Довести її.

Лекція 4
Система паралельних сил. Центр ваги твердого тіла
План

1. Паралельні сили. Додавання двох паралельних сил.

2. Додавання багатьох паралельних сил. Центр системи паралельних сил.

3. Центр ваги твердого тіла. Координати центрів ваги однорідних тіл.

1.  Паралельні сили. Додавання двох паралельних сил

Як ми відзначали в другій лекції, паралельними називаються сили, лінії дії яких паралельні одна одній.

Спочатку з’ясуємо, як можна додати дві паралельні сили. Правило паралелограма в цьому випадку застосовувати безпосередньо неможливо, оскільки точка перетину таких сил лежить у нескінченності.

1.1.  Додавання двох паралельних сил, напрямлених в один бік

Нехай на дане тіло діють дві паралельні сили 
[image: image133.wmf]1
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 і 
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, напрямлені в один бік (рис. 1). Необхідно знайти їх рівнодійну. Для цього в точках прикладання А і В цих сил прикладемо дві однакові за модулем сили 
[image: image135.wmf]1
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 і 
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, напрямлені по прямій АВ у протилежні боки. Система чотирьох сил 
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, 
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, 
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 і 
[image: image140.wmf]2

Т

 еквівалентна даній системі сил 
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 і 
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, про що свідчить друга аксіома статики. Додавши тепер силу 
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 до сили 
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 і силу 
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 до сили 
[image: image146.wmf]2
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, дістанемо дві уже непаралельні сили 
[image: image147.wmf]1
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 і 
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; перенесемо ці сили в точку О перетину їх напрямків так що вони зобразяться відповідно векторами 
[image: image149.wmf]1
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 і 
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. Тепер зробимо навпаки: силу 
[image: image151.wmf]1
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 розкладемо на дві сили 
[image: image152.wmf]1
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 і 
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, а силу 
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 на дві сили 
[image: image155.wmf]2
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 і 
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Рівнодійна сил 
[image: image157.wmf]1
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 і 
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 дорівнює нулю, а тому залишається додати дві сили 
[image: image159.wmf]1
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 і 
[image: image160.wmf]2
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, прикладені в точці О і напрямлені по одній прямій. Їх рівнодійна напрямлена по тій же прямій, а модуль її дорівнює сумі модулів складових сил, тобто R=F1+F2.

Ця сила 
[image: image161.wmf]R

, очевидно, є шуканою рівнодійною двох заданих паралельних сил.

Перенесемо точку прикладання цієї сили вздовж лінії її дії в точку С, яка лежить на прямій АВ, і визначимо положення цієї точки С на згаданій прямій. Із подібних трикутників маємо:
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Рис. 1
Розділивши першу рівність на другу і беручи до уваги, що T1=T2, дістанемо: 
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Отже, точка С ділить пряму АВ на частини, обернено пропорційні складовим силам. Таким чином, ми дійшли висновку:

Рівнодійна двох паралельних сил, напрямлених в один бік, їм паралельна, напрямлена в той самий бік і дорівнює за модулем сумі їх модулів; лінія дії рівнодійної лежить між лініями дії складових сил на відстанях від них, обернено пропорційних модулям цих сил.

1.2. Додавання двох паралельних сил, напрямлених у протилежні боки

Нехай маємо тепер дві паралельні сили 
[image: image169.wmf]1
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 і 
[image: image170.wmf]2

F

, прикладені в точках А та В і напрямлені в протилежні боки; такі сили називаються антипаралельними. Нехай F1>F2, визначимо рівнодійну цих сил (рис. 2).

Для цього замінимо силу 
[image: image171.wmf]1

F

 двома еквівалентними їй паралельними силами: силою 
[image: image172.wmf]2
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, прикладеною в точці В, причому 
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, і силою 
[image: image174.wmf]R

, прикладеною в деякій точці С (рис. 2).

[image: image175.png]Il Ry Tk





Рис. 2

Оскільки сила 
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 повинна бути еквівалентна силам 
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, тобто є їх рівнодійною, то на основі попереднього результату будемо мати:

F1=
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+R=F2+R, тобто R=F1–F2;
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Звідси,
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Із попередньої пропорції маємо:


[image: image182.wmf]2

2

F

R

F

АВ

АС

АС

+

=

+

 або 
[image: image183.wmf]1

2

F

F

ВС

АС

=

 і 
[image: image184.wmf]ВС

 

F

АС

 

F

2

1

=

.

Оскільки 
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взаємно зрівноважуються, то в результаті залишається тільки сила 
[image: image187.wmf]R

, яка є шуканою рівнодійною двох антипаралельних сил 
[image: image188.wmf]1
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Таким чином, рівнодійна двох нерівних за модулем паралельних сил, напрямлених у протилежні боки, їм паралельна, напрямлена в бік більшої сили і дорівнює за модулем різниці їх модулів; лінія дії рівнодійної лежить за більшою силою на відстанях від ліній дії складових сил, обернено пропорційних модулям цих сил.

2. Додавання багатьох паралельних сил. Центр системи паралельних сил
[image: image2083.png]


Знаючи, як додаються дві паралельні сили і застосовуючи спосіб послідовного додавання, можна визначити рівнодійну багатьох паралельних сил.

Нехай маємо паралельні сили 
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, 
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, 
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 (рис. 3), прикладені в точках А1, А2, А3 і А4. Спочатку додамо сили 
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, дістанемо силу 
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 (R1=F1+F2), прикладену в точці С1:
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Додамо сили 
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 і 
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, дістанемо силу 
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 (R2=R1+F3=F1+F2+F3), лінія дії її проходить через точку С2:
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Додамо сили 
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 і 
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, дістанемо силу 
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, для якої:
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За точку прикладення цієї сили обираємо точку С, положення якої визначиться за формулою:
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Отже, рівнодійна системи паралельних сил, напрямлених в один бік, має той самий напрямок, що і дані сили; модуль рівнодійної дорівнює сумі модулів цих сил.

Зрозуміло, що положення точки С залежить тільки від модулів паралельних сил та від точок їх прикладання і не залежить від напрямку сил. Ця точка С називається центром системи паралельних сил.

Визначимо положення центра С системи паралельних сил аналітичним шляхом.

Нехай маємо систему паралельних сил 
[image: image207.wmf]1
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, напрямлених в один бік і прикладених у точках А1, А2, А3, ..., Аn, причому координати цих точок (х1,у1,z1), (х2,у2,z2), (х3,у3,z3), ..., (хn,уn,zn) відомі. Необхідно визначити координати хс, ус, zc центра С цієї системи паралельних сил.

Обчислимо спочатку абсцису х' точки С1 , в якій прикладена рівнодійна 
[image: image211.wmf]1
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 сил 
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 (рис. 3).

Знаючи, що 
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, скористаємось відомою формулою із аналітичної геометрії для координат точки, що ділить відрізок у даному відношенні 
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де х1 і х2  позначають абсциси кінців даного відрізка.

Для нашого випадку 
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, тому маємо:
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Якщо необхідно визначати абсцису х'' точки С2, то матимемо:
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І остаточно:
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Для інших координат ус і zc матимемо такі самі вирази.

Отже, дістанемо такі формули для визначення координат центра паралельних сил:


[image: image221.wmf],

х

F

R

1

х

k

k

С

å

=

 
[image: image222.wmf],

у

F

R

1

у

k

k

С

å

=

 
[image: image223.wmf].

z

F

R

1

z

k

k

C

å

=


Зазначимо, що ці формули будуть справедливі й для паралельних сил, напрямлених у різні боки, якщо вважати Fk величинами алгебраїчними і якщо R≠0.

3. Центр ваги твердого тіла. Координати центрів ваги однорідних тіл

На кожну частинку тіла, що знаходиться поблизу земної поверхні, діє напрямлена вертикально вниз сила, яку називають силою ваги.

Рівнодійну сил ваги 
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, що діють на частинки даного тіла, позначимо 
[image: image226.wmf]P

 (рис. 4).
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Модуль цієї сили називається вагою тіла і визначається таким чином:
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При будь-якому повороті тіла сили 
[image: image228.wmf]k
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 залишаються прикладеними в одних і тих самих точках і паралельними одна одній, змінюється тільки їх напрямок відносно тіла. Отже, рівнодійна 
[image: image229.wmf]P

 сил 
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 буде при будь-яких положеннях тіла проходити через одну і ту саму незмінно зв’язану з тілом точку С, яка є центром паралельних сил ваги 
[image: image231.wmf]k

p

. Ця точка називається центром ваги тіла.

Координати центра ваги як центра паралельних сил визначаються за формулами:
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де хk, уk, zk – координати точок прикладання сил ваги 
[image: image235.wmf]k
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, що діють на частинки тіла.

Для однорідного тіла вага 
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 будь-якої його частинки пропорціональна об’єму vк цієї частинки: 
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, а Р=γV, де γ –вага одиниці об’єму. Підставимо ці значення у формули, матимемо:
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Точку С, координати якої обчислюються за зазначеними формулами, в цьому випадку називають центром ваги об’єму V.

Якщо тіло є однорідною тонкою пластиною, тоді:
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де S – площа всієї пластини; sk – площа її частин. Точку С, координати якої обчислюють, називають центром ваги площі S.
Аналогічно, формула для центра ваги лінії L:
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де L – довжина всієї лінії, 
[image: image244.wmf]k

l

– довжина її частинок.

Таким чином, центр ваги однорідного тіла визначається як центр ваги відповідно об’єму, площі або лінії. 

Запитання для самоконтролю

1.  Які сили називаються паралельними, антипаралельними?

2.  Як визначається рівнодійна двох паралельних сил? Довести.

3.  Як визначається рівнодійна двох антипаралельних сил? Довести.

4.  Визначення рівнодійної багатьох сил.

5.  Дати поняття центра системи паралельних сил.

6.  Навести аналітичні формули для визначення положення центра системи паралельних сил. Довести їх.

7.  Дати означення центру ваги тіла.

8.  Як визначають координати центрів ваги однорідних тіл (як об’єму, площі та лінії)?

Лекція 5
Теорія пар сил
План

1. Пара сил. Момент пари як вектор.

2. Теорема про еквівалентність пар.

3. Додавання пар. Умова рівноваги системи пар.

1. Пара сил. Момент пари як вектор

Теорію пар сил розробив відомий французький учений, механік і геометр Л. Пуансо (1777 – 1859).

Парою сил називається система двох паралельних сил, що мають однакові модулі й протилежні напрями (рис. 1, а).

Система сил 
[image: image245.wmf]F
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, що утворюють пару, очевидно, не перебуває в рівновазі (ці сили не напрямлені вздовж однієї [image: image2085.png]


прямої). Пара сил не має рівнодійної, оскільки рівнодійна будь-якої системи сил дорівнює її головному вектору 
[image: image247.wmf]R

, тобто сумі цих сил, а для пари 
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Площина, що проходить через лінії дії пари сил, називається площиною дії пари. Відстань d між лініями дії пари називається плечем пари.
Дія пари на тверде тіло зводиться до деякого обертального ефекту, що характеризується величиною, яку називають моментом пари. Він визначається:

1) модулем, який дорівнює добутку Fd;

2) положенням у просторі площини дії пари;

3) напрямком повороту пари в цій площині.

Таким чином, момент пари – величина векторна.
Отже, моментом пари сил називається вектор 
[image: image249.wmf]m

 (або 
[image: image250.wmf]M

), модуль якого дорівнює добутку модуля однієї із сил на її плече і який напрямлений перпендикулярно площині дії пари в той бік, звідки пара бачиться такою, що намагається повернути тіло проти ходу годинникової стрілки (рис. 1, б).

Оскільки плече сили 
[image: image251.wmf]F

 відносно точки А дорівнює d, а площина, що проходить через точку А і силу 
[image: image252.wmf]F

, збігається з площиною дії пари, то одночасно:
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тобто момент пари дорівнює моменту однієї із сил відносно точки прикладання іншої сили.

Модуль моменту пари визначається так : 


[image: image254.wmf],
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Вектор 
[image: image256.wmf]m

 може бути прикладений у будь-якій точці (такий вектор називається вільним). Момент пари вимірюється в ньютонметрах (Нм).

2.  Теорема про еквівалентність пар

Пари називаються еквівалентними, коли вони мають однакові моменти, тобто надають тілу однаковий механічний вплив.

Теорема про еквівалентність пар. Будь-яку пару, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна замінити іншою, еквівалентною їй.
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Доведення. Нехай на тверде тіло діє пара сил 
[image: image257.wmf]F
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 (рис. 2). Проведемо в площині дії цієї пари через довільні точки D i С дві паралельні прямі до перетину їх з лініями дії сил 
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 у точках А та В і прикладемо сили 
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 у цих точках. Розкладемо тепер силу 
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 по напрямках АВ і ВС на сили 
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– по напрямках АВ і AD на сили 
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. При цьому очевидно, що 
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, як зрівноважені, можна відкинути. У результаті пара сил 
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буде замінена парою 
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 з іншим плечем й іншими силами, які можна, очевидно, прикласти в точках D і C на їх лініях дії. Причому пара 
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 може бути розміщена в площині де завгодно.

Покажемо, що пари 
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 мають однакові моменти. Позначимо їх відповідно 
[image: image285.wmf]1

m

 і 
[image: image286.wmf]2

m

. Тоді 
[image: image287.wmf]F

AB

m

1

´

=

, а 
[image: image288.wmf]P

AB

m

2

´

=

. Оскільки 
[image: image289.wmf]Q

P

F

+

=

, то 
[image: image290.wmf]=

´

F

AB

 
[image: image291.wmf]Q

AB

P

AB

´

+

´

=

, але 
[image: image292.wmf]0

Q

AB

=

´

 (оскільки 
[image: image293.wmf],

Q

II

AB

 
[image: image294.wmf]AB

sin(

,^
[image: image295.wmf]).

0

)

Q

=


Отже, 
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Із доведення маємо:

1) пару, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна переносити куди завгодно в площині її дії;

2) у даної пари, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна довільно змінювати модулі сил і довжину плеча, зберігаючи при цьому її момент;

3) пару, не змінюючи її дії на тверде тіло, можна перенести із даної площини в будь-яку іншу площину, паралельну даній.

3.  Додавання пар. Умова рівноваги системи пар

Теорема про додавання пар сил. Система пар, що діють на абсолютно тверде тіло, еквівалентна одній парі з моментом, що дорівнює геометричній сумі моментів складових пар.

Спочатку розглянемо дві пари з моментами 
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, що лежать у площинах І і ІІ (рис. 3).

Візьмемо на лінії перетину площин відрізок АВ=d і зобразимо пару з моментом 
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Рис. 3
Додавши сили, прикладені в точках А і В, переконаємось, що пари 
[image: image309.wmf]1

F

, 
[image: image310.wmf]1

F

¢

 та 
[image: image311.wmf]2

F

, 
[image: image312.wmf]2

F

¢

  дійсно еквівалентні одній парі 
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. Визначимо момент 
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 цієї пари. Оскільки, 
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Для двох пар теорема доведена. При цьому незаперечно, що доведення зберігається, якщо площини І і ІІ збігаються, тобто коли пари лежать в одній площині.

Якщо ж на тіло діє система n пар з моментами 
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, то послідовно застосовуючи результат, здобутий для двох пар, знаходимо, що дана система пар буде дійсно еквівалентна одній парі з моментом:
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Умова рівноваги системи пар. Для рівноваги системи пар, розміщених як завгодно в просторі, необхідно і достатньо, щоб дорівнювала нулю геометрична сума їх моментів (
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), тобто многокутник, побудований на моментах цих пар, був замкнутим.

Задача. На тверде тіло діють дві пари сил 
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, які лежать у взаємно перпендикулярних площинах (рис. 4). Модуль моменту першої пари дорівнює 30Нм, а другої – 40Нм. Визначити результуючу пару. 
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Розв’язання. Зобразимо вектори 
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, приклавши їх у деякій точці А. Момент результуючої пари зобразиться як 
[image: image330.wmf]m

. Отже, результуюча пара розміститься в площині ABCD, перпендикулярній вектору 
[image: image331.wmf]m

. Модуль її моменту дорівнює:


[image: image332.wmf]H

м

m

m

m

2

2

2

1

50

2500

1600

900

40

30

2

2

=

=

+

=

+

=

+

=

.

Запитання для самоконтролю
1.  Що називається парою сил, моментом пари сил?

2.  Як визначається момент пари як вектор?

3.  Сформулювати та довести теорему про еквівалентність пар. Які висновки вона має?

4.  Сформулювати теорему про додавання пар сил. Довести її.

5.  Назвати умову рівноваги системи пар сил.

Лекція 6
Зведення системи сил до центра. Умови рівноваги
План

1. Момент сили відносно центра (або точки).

2. Теорема про паралельне перенесення сили.

3. Зведення системи сил до даного центра.

4. Умови рівноваги системи сил. Теорема про момент рівнодійної (теорема Варіньйона).

1.  Момент сили відносно центра (або точки)

Розглянемо силу 
[image: image333.wmf]F

, прикладену в точці А (рис.1). Із деякого центра О опустимо перпендикуляр на лінію дії сили 
[image: image334.wmf]F

; довжину h цього перпендикуляра називають плечем сили 
[image: image335.wmf]F

 відносно центра О.

Момент сили відносно центра визначається:

1) модулем моменту, який дорівнює добутку Fh;
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2) положенням у просторі площини ОАВ (“площини повороту”), що проходить через центр О і силу 
[image: image336.wmf]F

;
3) напрямом повороту в цій площині.

Із геометрії відомо, що положення площини в просторі визначається напрямом нормалі (перпендикуляра) до цієї площини. Таким чином, момент сили відносно центра є величиною векторною.
Моментом сили 
[image: image337.wmf]F

 відносно центра О називається прикладений у центрі О вектор 
[image: image338.wmf])
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, модуль якого дорівнює добутку модуля F сили на її плече h і який напрямлений перпендикулярно площині, що проходить через центр О і силу в той бік, звідки сила бачиться такою, що намагається повернути тіло навколо центра О проти ходу годинникової стрілки (рис. 1).

Згідно з цим означенням:
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Формула, що виражає вектор 
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де 
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 – радіус-вектор точки А, проведений із центра О.

Таким чином, момент сили 
[image: image344.wmf]F

 відносно центра О дорівнює векторному добутку радіуса-вектора 
[image: image345.wmf]OA
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, проведеного із центра О в точку А прикладання сили, на вектор сили.

Властивості моменту сили відносно центра:

1) момент сили відносно центра не зміниться від перенесення точки прикладання сили вздовж лінії її дії;

2) момент сили відносно центра О дорівнює нулю або коли сила дорівнює нулю, або коли лінія дії сили проходить через центр О (плече дорівнює нулю).

2. Теорема про паралельне перенесення сили

Теорема. Не змінюючи стану абсолютно твердого тіла, вектор сили можна переносити паралельно його початковому напрямку в довільну точку тіла, прикладаючи при цьому до тіла пару сил з моментом, що дорівнює моменту сили відносно точки, куди сила переноситься.

Нехай на тверде тіло діє сила 
[image: image346.wmf]F

, прикладена в точці А (рис.2 , а).
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а)                                     б)

Рис. 2

Дія цієї сили на тіло не зміниться, якщо в будь-якій точці В тіла прикласти дві зрівноважені сили 
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 і 
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, такі, що 
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. Здобута система трьох сил є не що інше, як сила 
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, що дорівнює силі 
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, але прикладена в точці В, і пара сил 
[image: image356.wmf]F

, 
[image: image357.wmf]F

¢

¢

 з моментом
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Теорема доведена. Отже, здобутий результат можна ще подати так , як показано на рис. 2, б.

3. Зведення системи сил до даного центра

Завдання зведення системи сил до даного центра зводиться до заміни даної системи сил іншою, їй еквівалентною, але простішою.

Нехай на тверде тіло діє довільна система сил 
[image: image359.wmf]1
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, ..., 
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 (рис. 3, а). Оберемо яку-небудь точку О за центр зведення і, користуючись вище доведеною теоремою, перенесемо всі сили в центр О, приклавши при цьому відповідні пари. 

Тоді на тіло буде діяти система сил:
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прикладених у центрі О, і система пар, моменти яких дорівнюють:
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а)                                                    б)

Рис. 3

Збіжні сили, прикладені в точці О, можна замінити однією силою 
[image: image365.wmf]R

, прикладеною в точці О. При цьому 
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Щоб додати всі пари, необхідно додати вектори моментів цих пар. У результаті система пар заміниться однією парою, момент якої: 
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Величина 
[image: image370.wmf]R

, що дорівнює геометричній сумі всіх сил, називається головним вектором системи сил; величина 
[image: image371.wmf]0

М

, що дорівнює сумі моментів усіх сил відносно центра О, називається головним моментом системи сил відносно цього центра.

Таким чином, ми довели теорему про зведення системи сил до центра: довільну систему сил, прикладених до абсолютно твердого тіла, можна звести до однієї сили 
[image: image372.wmf]R

, яка дорівнює головному вектору системи сил і прикладена в центрі зведення О, і однієї пари з моментом 
[image: image373.wmf]0

М

, який дорівнює головному моменту системи сил відносно центра О (рис. 3, б).

Тут 
[image: image374.wmf]R

 не є рівнодійною системи сил, оскільки заміняє систему сил не одна, а разом з парою.

Висновок з теореми. Дві системи сил, що мають однакові головні вектори і головні моменти відносно одного і того ж центра, еквівалентні (умова еквівалентності систем сил).

Очевидно, значення
[image: image375.wmf]
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 від вибору центра О не залежить. Значення ж 
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 EMBED Equation.3  [image: image378.wmf]0
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 при зміні положення центра О може змінюватись. Тому слід указувати, відносно якого центра визначається головний момент.

4. Умови рівноваги системи сил. Теорема про момент рівнодійної (теорема Варіньйона)

П. Варіньйон (1654–1722) – видатний французький учений, математик і фізик. Виклав основи статики в книзі “Проект нової механіки” (1687 р.).

Для рівноваги будь-якої системи сил необхідно і достатньо, щоб головний вектор цієї системи сил і її головний момент відносно будь-якого центра дорівнювали нулю, тобто щоб виконувалась умова:
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де 0 – будь-який центр, оскільки при 
[image: image380.wmf]0
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 значення 
[image: image381.wmf]0
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 не залежить від вибору центра 0.

Теорема Варіньйона про момент рівнодійної. Якщо дана система сил має рівнодійну, то момент рівнодійної відносно будь-якого центра О дорівнює сумі моментів сил системи відносно того самого центра.
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Доведення.
[image: image382.wmf]Нехай система сил 
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 зводиться до рівнодійної 
[image: image386.wmf]R

, лінія дія якої проходить через деяку точку С (рис. 4). Прикладемо в цій точці зрівноважувальну силу 
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. Тоді система сил 
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 буде перебувати в рівновазі, й для неї виконується умова 
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 тобто для цих сил (включаючи і 
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) можна записати:
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Але оскільки 
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, і вони напрямлені вздовж однієї прямої, то:
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Підставивши це значення 
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 у попередню рівність, дістанемо:
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Теорема доведена. Нею зручно користуватись для обчислення моментів сил.

Запитання для самоконтролю

1. Дати означення моменту сили відносно центра.

2. Як визначається момент сили відносно центра як вектор? Його властивості.

3. Сформулювати та довести теорему про паралельне перенесення сили.

4. Сформулювати та довести теорему про зведення системи сил до даного центра.

5. Дати означення головного вектора та головного моменту системи сил відносно центра О.

6. Умови рівноваги системи сил.

7. Сформулювати та довести теорему про момент рівнодійної (теорему Варіньйона).

Лекція 7
Плоска система сил
План

1. Алгебраїчні моменти сили відносно центра і пари сил.

2. Зведення плоскої системи сил до найпростішого вигляду.

3. Умови рівноваги плоскої системи сил. Випадок паралельних сил.

4. Розв’язання задач статики.

1. Алгебраїчні моменти сили відносно центра і пари сил

Якщо всі сили лежать в одній площині, то їх моменти відносно будь-якого центра О, що знаходиться в тій же площині, перпендикулярні їй, тобто напрямлені вздовж однієї і тієї ж прямої. Тоді напрямки цих моментів можна відрізняти один від одного знаком і розглядати момент сили 
[image: image399.wmf]F

 відносно центра О як алгебраїчну величину. Будемо називати такий момент алгебраїчним і позначати символом 
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Алгебраїчний момент сили 
[image: image401.wmf]F

 відносно центра О дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля сили на її плече, тобто:
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При цьому момент сили вважається додатним, коли сила намагається повернути тіло навколо центра О проти ходу годинникової стрілки, і від’ємним – за ходом годинникової стрілки. Так, для сил, зображених на рис. 1:
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Формули, які ми отримали раніше ( див. лекц. 6) для моментів­векторів будуть справедливі й для алгебраїчних моментів, але суми при цьому будуть алгебраїчні:
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Тепер розглянемо алгебраїчний момент пари сил. 

[image: image2091.png]Eel
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Оскільки момент пари сил, як ми розглянули раніше (див. лекц. 5), дорівнює моменту однієї із її сил відносно точки прикладання іншої, то для пар, що лежать в одній площині, момент пари можна розглядати як алгебраїчну величину і називати алгебраїчним. Умовимось позначати його m (або M).

[image: image2092.jpg]


Тоді алгебраїчний момент пари дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля однієї із сил на плече пари:


[image: image407.wmf]Fd

m

±

=

.

Знак моменту пари визначається аналогічно, як і для моменту сили. Так, для зображеної на рис. 2, а пари 
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Оскільки пара сил характеризується тільки її моментом, то на рисунках пару зображають часто дуговою стрілкою (рис. 2, б). Формули для суми моментів-векторів будуть справедливі й для алгебраїчних моментів пар сил.

2. Зведення плоскої системи сил до найпростішого вигляду

Результат, який ми отримали в попередній лекції, про зведення системи сил до даного центра, звичайно ж, справедливий і для плоскої системи сил. Отже, плоска система сил теж зводиться до сили 
[image: image414.wmf]R

, прикладеної в довільно обраному центрі О, і пари з моментом М0, але пара і сила лежать в одній площині (рис. 3, а).
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При цьому вектор 
[image: image415.wmf]R

 можна визначити або геометричною побудовою силового многокутника, або аналітично. Для плоскої системи маємо аналітичні формули:
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де всі моменти в останній рівності алгебраїчні.

Знайдемо, до якого найпростішого вигляду зводиться плоска система сил, що не перебуває у рівновазі. Результат залежить від значень 
[image: image417.wmf]R

 і М0.

1. Якщо для даної системи сил 
[image: image418.wmf]0
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, а М0(0, то вона зводиться до однієї пари з моментом М0. У цьому випадку значення М0 не залежить від вибору центра О.
2. Якщо для даної системи сил 
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, то вона зводиться до однієї сили, тобто рівнодійної. При цьому можливі два випадки:

а)
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. Тоді система зводиться до однієї рівнодійної 
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, яка проходить через центр О;

б)
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. У цьому випадку пару з моментом М0 можна зобразити двома силами 
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) (рис. 3, б). Якщо d=OC – плече пари, то

Rd=│М0│.

Відкинувши сили 
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 i 
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 як зрівноважені, помічаємо, що система сил заміняється рівнодійною 
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, що проходить через точку С. Положення точки С визначається двома умовами:

1) відстань OC=d (
[image: image435.wmf]R
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^

) повинна задовольняти рівність Rd=│М0│;
2) знак моменту сили 
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відносно центра О, прикладеної в точці С, тобто 
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, повинен збігатись зі знаком М0.

Таким чином, плоска система сил, що не перебуває у рівновазі, може бути зведена або до однієї рівнодійної ( коли 
[image: image438.wmf]0
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¹

), або до пари сил ( коли 
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3. Умови рівноваги плоскої системи сил. Випадок паралельних сил

Необхідні й достатні умови рівноваги будь-якої системи сил задаються рівностями 
[image: image440.wmf]0
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 (див. лекц. 6).

Оскільки вектор 
[image: image442.wmf]R

 дорівнює нулю, то дорівнюють нулю його проекції Rx і Ry, тобто повинні виконуватись рівності:

Rx=0, Ry=0 та 
[image: image443.wmf]0
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де М0 – алгебраїчний момент сили, а О – будь-яка точка в площині дії сил. 

Ці рівності будуть виконані, коли 
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Ці формули виражають аналітичні умови рівноваги: для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій всіх сил на кожну з двох координатних осей і сума їх моментів відносно будь-якого центра, що лежить у площині дії сил, дорівнювали нулю. Одночасно ці рівності виражають умови рівноваги твердого тіла, яке перебуває під дією плоскої системи сил.

Якщо на тіло діють паралельні сили, можна напрямити вісь Ох перпендикулярно силам, а вісь Оу буде паралельна їм. Тоді проекція кожної із сил на вісь Ох буде дорівнювати нулю. Тому для паралельних сил залишаються дві умови: 
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де вісь Оу – паралельна силам (рис. 4).

Отже, для рівноваги плоскої системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб сума проекцій усіх сил на вісь, паралельну їх лініям дії, і алгебраїчна сума їх моментів відносно будь-якого центра, що лежить у площині дії сил, дорівнювали нулю.

4. Розв’язання задач статики

Методами статики можуть розв’язуватись задачі таких двох типів:

1) у яких відомі сили, прикладені до тіла, і вимагається з’ясувати, в якому положенні та при яких співвідношеннях між силами тіло буде перебувати в рівновазі;

2) задачі, в яких наперед відомо, що тіло перебуває в рівновазі, і треба з’ясувати, чому дорівнюють сили, що діють на тіло.

Реакції в’язей є величинами, наперед невідомими.

Приступаючи до розв’язання будь-якої задачі статики, слід насамперед встановити, рівновагу якого тіла необхідно розглядати, щоб обчислити шукані величини. 

Алгоритм розв’язання задач статики:

1. Визначити тіло, рівновагу якого слід розглядати в даній задачі.

2. Зобразити сили, прикладені до цього тіла. На кресленні слід зобразити всі зовнішні сили, включаючи як задані, так і шукані, в тому числі реакції всіх в’язей.

3. Скласти умови рівноваги. Умови рівноваги складають для сил, прикладених до тіла, рівновага якого розглядається.

4. Визначити шукані величини, перевірити правильність розв’язку і дослідити здобуті результати.

Дуже важливу роль відіграє охайне креслення і послідовність усіх викладок. 

Усі розрахунки в задачі слід виконувати в загальному вигляді (аналітично),числа підставляються тільки в кінцеві результати. Це дає змогу проаналізувати здобуті результати.

Геометричним методом зручно користуватись, коли кількість сил (і заданих, і шуканих), прикладених до твердого тіла, дорівнює трьом.

Аналітичним методом користуються при будь-якій кількості сил. Для того, щоб дістати простіші рівняння, необхідно:

а) складаючи рівняння проекцій сил, проводити координатну вісь перпендикулярно якій-небудь невідомій силі;

б) складаючи рівняння моментів, брати за центр моментів точку, де перетинаються більше невідомих сил.

Розв’язок багатьох задач статики зводиться до визначення реакцій опор. У техніці зустрічаються три типи опорних закріплень (крім тих, що ми розглянули в лекції 2):
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1. Рухома шарнірна опора А (рис. 5). Реакція 
[image: image446.wmf]A
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 такої опори напрямлена по нормалі до поверхні, на яку спираються котки рухомої опори.

2. Нерухома шарнірна опора В (рис.5). Реакція 
[image: image447.wmf]B
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 такої опори проходить через вісь шарніра і може мати будь-який напрямок у площині креслення. Реакцію 
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 будемо зображати її складовими 
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 і 
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 по напрямках координатних осей. Якщо визначимо їх, то:
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3. Жорстке защімлення (нерухома защімляюча опора) (рис. 6). Тут система реакцій зводиться до реакції 
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, яка може бути розкладена на 
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 та 
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, і пари з моментом mA. Таким чином, для визначення реакції нерухомої защімляючої опори треба знайти три величини 
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, 
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 та mA.
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Задача. До однорідної горизонтальної балки АВ довжиною 4 м і вагою Р=200 кН, закріпленої кінцем А в стіні (рис. 7), прикладена пара сил з моментом т=200 кНм. У точці В на балку під кутом 600 до горизонту діє сила 
[image: image457.wmf]F

, модуль якої дорівнює 100 кН. На ділянці DВ=1 м діє рівномірно розподілене навантаження інтенсивності q=100 кН/м. Визначити реакцію і момент закріплення А. 

1. Розглянемо рівновагу балки.

2. Рівномірно розподілене навантаження замінимо еквівалентною зосередженою силою 
[image: image458.wmf]Q

, модуль якої дорівнює Q=q lDB. Сила 
[image: image459.wmf]Q

 прикладена в центрі ваги С прямокутника. До балки прикладені такі активні сили і моменти: 
[image: image460.wmf]P

 – сила ваги балки, сили 
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 і 
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, а також пара сил, момент якої дорівнює т. На балку накладена лише одна в’язь – закріплення в стіні в точці А. Ця в’язь не допускає ніяких переміщень і поворотів балки. Тому система реакцій в’язі зводиться до сили 
[image: image463.wmf]R

, прикладеної в точці А, і пари з моментом mA. Оскільки напрямок реакції 
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 невідомий, то розкладемо її на складові 
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 та 
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 по координатних осях.

3. Складемо систему рівнянь. За центр моментів зручно обрати точку А прикладання невідомих сил
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 та 
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. При цьому до рівняння моментів увійде тільки одне невідоме – момент закріплення mA:
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Із першого рівняння 
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Знак „–” показує, що сила 
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 напрямлена не в бік зростання координати х, а в протилежний бік.

Із другого рівняння маємо:
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Тоді:
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Із третього рівняння: 
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Запитання для самоконтролю

1.  Як визначається алгебраїчний момент сили відносно центра?

2.  Чому дорівнює алгебраїчний момент пари сил?

3.  До якого найпростішого вигляду зводиться плоска система сил?

4.  Умови рівноваги плоскої системи сил.

5.  Умови рівноваги плоскої системи паралельних сил.

6.  Послідовність розв’язання задач статики.

7.  Як визначаються реакції рухомої та нерухомої шарнірних опор?

8.  Визначення реакції жорсткого защімлення.

Лекція 8
Тертя
План

1.  Закони тертя ковзання.

2.  Реакції шорстких в’язей. Кут тертя.

3.  Рівновага тіла при наявності тертя.

1. Закони тертя ковзання

Сила, яка перешкоджає ковзанню одного тіла по поверхні іншого в площині їх дотикання, називається силою тертя ковзання. 

Виникнення тертя між поверхнями обумовлене передусім шорсткістю поверхонь.

Сформулюємо основні закони тертя ковзання.

1. При спробі зрушити одне тіло по поверхні іншого в площині їх дотикання виникає сила тертя, яка набуває значень від 0 до Fгр, що називається граничною силою тертя.
Прикладена до тіла сила тертя напрямлена в бік, протилежний тому, куди сили, що діють на тіло, намагаються його зрушити.

2. Гранична сила тертя чисельно дорівнює добутку статичного коефіцієнта тертя на нормальний тиск (нормальну реакцію):

Fгр=ƒ0 N,
де ƒ0 – статичний коефіцієнт тертя – величина безрозмірна. Він визначається експериментально й залежить від матеріалу тіл, що дотикаються, а також від їх стану.

3. Значення граничної сили тертя не залежить від розмірів поверхонь, що дотикаються в процесі тертя.

Із перших двох законів виходить, що при рівновазі F ≤ Fгр або 

F(ƒ0 N.
Значення сили тертя в стані спокою визначається цією нерівністю, воно може бути будь-яким, але не більшим за Fгр. Величині Fгр сила тертя дорівнює лише тоді, коли рушійна сила досягає такого значення, що при найменшому її збільшенні тіло починає рухатись, ковзати по поверхні. Рівновагу, яка має місце, коли сила тертя дорівнює Fгр, називають граничною рівновагою.

Все, про що ми говорили вище, стосується тертя спокою.

При русі тіла сила тертя напрямлена в бік, протилежний руху, і дорівнює добутку динамічного коефіцієнта тертя на нормальний тиск:

F=ƒ N.
Динамічний коефіцієнт тертя ковзання ƒ також є величиною безрозмірною і визначається дослідним шляхом.

2.  Реакції шорстких в’язей. Кут тертя

[image: image2097.png]


Реакція реальної (шорсткої) в’язі складається із двох складових: із нормальної реакції 
[image: image479.wmf]N

 і перпендикулярної їй сили тертя
[image: image480.wmf]F

. Отже, повна реакція 
[image: image481.wmf]R

 буде відхилена від нормалі на деякий кут. При зміні сили тертя від нуля до значення 
[image: image482.wmf]F

гр сила 
[image: image483.wmf]R

 змінюється від 
[image: image484.wmf]N

до 
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гр, а її кут з нормаллю зростає від нуля до деякого граничного значення φ0 (рис. 1). 

Найбільший кут φ0, який повна реакція шорсткої в’язі утворює з нормаллю до поверхні, називається кутом тертя.
Із креслення бачимо: 
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Оскільки Fгр=ƒ0·N, то звідси знаходимо такий зв’язок між кутом тертя і коефіцієнтом тертя:

tgφ0=ƒ0.

[image: image2098.png]


При рівновазі повна реакція 
[image: image487.wmf]R

 може як завгодно проходити всередині кута тертя. Якщо рівновага стає граничною, то реакція буде відхилена від нормалі на кут φ0.

Якщо до тіла прикласти силу 
[image: image488.wmf]Р

, що утворює кут α з нормаллю (рис. 2), то тіло зрушиться тільки тоді, коли рушійна сила Psinα буде більшою Fгр=ƒ0·Pcosα (N=Pcosα, вагою тіла нехтуємо). А нерівність Psinα>ƒ0Pcosα, в якій ƒ0=tgφ0, виконується тільки при tgα>tgφ0, тобто α>φ0. 

Отже, якщо сила утворює з нормаллю кут α, менший за кут φ0, то тіло вздовж даної поверхні зрушити не можна. Цим пояснюється явище самогальмування тіл.

3.  Рівновага тіла при наявності тертя

Вивчення рівноваги тіл з урахуванням тертя ковзання можна звести до розгляду граничної рівноваги.

При аналітичному розв’язанні задачі реакцію шорсткої в’язі зображають двома її складовими 
[image: image489.wmf]N

 і 
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гр. Потім складають звичайні умови рівноваги, приєднуючи до них рівність Fгр=ƒ0 N. Із такої системи рівнянь і визначають шукані величини. Якщо необхідно визначити силу F, коли рівновага не є граничною (F≠Fгр), то F треба вважати невідомою величиною і визначати із відповідних рівнянь конкретно в кожній задачі.

При геометричному способі розв’язання задачі реакцію шорсткої в’язі зручно зображати однією силою 
[image: image491.wmf]R

, яка в граничному положенні відхилена від нормалі на кут φ0.
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Задача. Вантаж вагою 20 Н лежить на горизонтальній площині (рис. 3). Визначити, яку силу 
[image: image492.wmf]Q

, напрямлену під кутом α=300 до цієї площини, необхідно прикласти до вантажу, щоб зрушити його з місця. Статичний коефіцієнт тертя об площину ƒ0=0,5.
1. Розглянемо граничну рівновагу вантажу.

2. Зобразимо всі сили, що діють на вантаж: 
[image: image493.wmf]Q

, 
[image: image494.wmf]N

, 
[image: image495.wmf]P

, 
[image: image496.wmf]гр
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.

3. Складаємо умови рівноваги даної системи сил:
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Із другого рівняння маємо:
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.
Тому:

Fгр=ƒ0N=ƒ0(P–Qsinα).

Підставимо це значення в перше рівняння, дістанемо:

Qcosα–ƒ0P+ƒ0Qsinα=0.

Звідси:
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Запитання для самоконтролю

1.  Що називається силою тертя?

2.  Сформулювати закони тертя ковзання.

3.  Як визначається реакція шорсткої в’язі?

4.  Дати поняття кута тертя.

5.  Як визначається рівновага тіла при наявності тертя?

Лекція 9
Просторова система сил
План

1. Момент сили відносно осі. Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил.

2. Зведення просторової системи сил до найпростішого вигляду.

3. Рівновага довільної просторової системи сил. Випадок паралельних сил.

4. Розв’язання задач.

1.  Момент сили відносно осі. Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил

На попередніх лекціях ми ввели поняття моменту сили відносно центра і сказали, що вектор 
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 напрямлений перпендикулярно площині ОАВ (рис. 1). Як це було і для сили, надалі нам необхідно буде розглядати проекції вектора 
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 на різні координатні осі.

Проекція вектора 
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, тобто моменту сили 
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 відносно центра О, на яку-небудь вісь z, що проходить через цей центр, називається моментом сили 
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 відносно осі z, тобто 
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де 
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 – момент сили 
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 відносно осі z,

γ – кут між вектором 
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 і віссю z.

Із означення виходить, що 
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, як проекція вектора на вісь, величина алгебраїчна. Знак 
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 визначається так само, як і знак проекції будь-якого вектора, у нашому випадку 
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Знайдемо ще один вираз для визначення цієї величини. Для цього через довільну точку О1 осі z (див. рис. 1) проведемо площину (xy), перпендикулярну цій осі, й спроектуємо ∆ОАВ на цю площину. Оскільки вектор 
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 перпендикулярний площині ОАВ, а вісь z перпендикулярна ΔО1А1В1, то кут γ, як кут між нормалями до цих площин, буде кутом між цими площинами. Тоді: 
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Отже, момент сили 
[image: image518.wmf]F

 відносно осі z дорівнює алгебраїчному моменту проекції цієї сили на площину, перпендикулярну осі z, взятому відносно точки О1 перетину осі з цією площиною.

Це є друге означення моменту сили відносно осі.

Момент сили відносно осі буде мати знак плюс, коли з додатного кінця осі поворот, що прагне здійснити сила 
[image: image519.wmf]xy
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, бачиться проти ходу годинникової стрілки, а знак мінус – за ходом годинникової стрілки.
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Послідовність обчислення моменту сили відносно осі (рис. 2):

1)
необхідно провести площину (xy), перпендикулярну осі z;
2)
спроектувати силу 
[image: image520.wmf]F

 на цю площину і знайти величину Fxy;

3).
опустити із точки перетину О осі з площиною перпендикуляр на лінію дії 
[image: image521.wmf]xy
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 і знайти його довжину h; 

4) обчислити добуток Fxy·h;

5) визначити знак моменту.

Поодинокі випадки:

1) якщо сила паралельна осі, то її момент відносно осі дорівнює нулю (оскільки Fxy=0);

2) якщо лінія дії сили перетинає вісь, то її момент відносно осі також дорівнює нулю ( оскільки h=0) ;
3) якщо сила перпендикулярна осі, то її момент відносно цієї осі дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля сили на відстань між лінією дії сили і віссю.

Поєднуючи пункти 1 і 2, зазначимо, що момент сили відносно осі дорівнює нулю, якщо сила і вісь лежать в одній площині.

Зазначимо, що теорема Варіньйона про момент рівнодійної справедлива і для моментів відносно будь-якої осі, тобто:

[image: image522.wmf](

)

(

)

k

z

z

F

m

R

m

å

=

.
[image: image523.png]



Рис. 3

Аналітичні формули для моментів сили відносно координатних осей. Розкладемо силу 
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, прикладену в точці А з координатами x, y, z, на складові 
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, паралельні координатним осям (рис. 3). 

Оскільки 
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 паралельна осі х, а 
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 і 
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 їй перпендикулярні, то з урахуванням знаків будемо мати: 
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 і в результаті 
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. Аналогічно знаходяться і моменти відносно осей y та z. Тоді остаточно маємо:
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Ці формули дають аналітичні вирази для моментів сили відносно координатних осей.

Оскільки ліві частини наведених вище рівнянь є проекціями вектора 
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Обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил. Як ми відзначили вище, значення головного вектора 
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 і головного моменту 
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 визначаються рівностями: 
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 (див. лекц. 6).

Покажемо, як 
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 і 
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 обчислюються аналітично, що нам надалі знадобиться. Вирази для Rx, Ry, Rz нам уже відомі (див. лекц. 3). Проекції вектора 
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 на координатні осі будемо позначати Mx, My та Mz. Тоді для визначення проекцій головного вектора 
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 і головного моменту 
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 на осі координат маємо формули:
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Отже, для задання (або визначення) будь­якої системи сил, що діє на тверде тіло, достатньо задати (чи визначити) її головний вектор і головний момент відносно деякого центра, тобто шість величин, що входять у ліві частини рівнянь.

2.
Зведення просторової системи сил до найпростішого вигляду

Ми вже говорили про те, що будь-яка система сил у загальному випадку зводиться до сили, що дорівнює головному вектору 
[image: image549.wmf]R

, прикладеному в довільному центрі О, і до пари з моментом, що дорівнює головному моменту 
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 (лекц. 6).

Визначимо, до якого найпростішого вигляду зводиться просторова система сил, яка не перебуває в рівновазі. Результат, звичайно, залежить від значень 
[image: image551.wmf]R

 і 
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.

1. Якщо для системи 
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, то вона зводиться до пари сил з моментом, який дорівнює 
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 і обчислюється за формулами, наведеними вище.

2. Якщо для системи 
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, то вона зводиться до рівнодійної, яка дорівнює 
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, лінія дії якої проходить через центр зведення О. Формули для обчислення 
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 наведені вище.
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3. Якщо для системи 
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 EMBED Equation.3  [image: image563.wmf]^
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, то система зводиться до рівнодійної, яка дорівнює 
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, але не проходить через центр О.

Дійсно, якщо 
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, то пара, що зображає її вектор 
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, і сила 
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 лежать в одній площині (рис. 4). Тоді обравши 
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, дістанемо, що 
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 зрівноважать одна одну, і система заміниться тільки силою 
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, лінія дії якої проходить через точку O1. Відстань OO1=d визначається за формулою 
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Цей випадок має місце, коли сили паралельні між собою або лежать в одній площині.
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4. Якщо для системи сил 
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 паралельний 
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 (рис. 5, а), то це означає, що система сил зводиться до сукупності сили 
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 і пари 
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, 
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, що лежить у площині, перпендикулярній силі (рис. 5, б).

Така сукупність сили і пари називається динамічним гвинтом, а пряма ОО', уздовж якої напрямлений вектор 
[image: image583.wmf]R

, віссю гвинта. До однієї сили або пари сил цю систему звести не можна.

5. Якщо для системи 
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 та 
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 не перпендикулярні і не паралельні один одному, то така система теж зводиться до динамічного гвинта, але вісь його буде проходити через центр С (рис. 5, а).
3. Рівновага довільної просторової системи сил. Випадок паралельних сил

Необхідні й достатні умови рівноваги будь-якої системи сил виражаються рівностями 
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 (див. лекц. 6). Але вектори 
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 дорівнюють нулю тільки тоді, коли 
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Таким чином, для рівноваги довільної просторової системи сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій усіх сил на кожну з трьох координатних осей і алгебраїчні суми їх моментів відносно цих осей дорівнювали нулю.

Якщо на тіло, крім сили, діє ще і пара сил, яка задається моментом 
[image: image595.wmf]m

, то вигляд перших трьох рівнянь не зміниться (сума проекцій сил пар на будь-яку вісь дорівнює нулю), останні три матимуть вигляд:
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Випадок паралельних сил. Якщо всі сили, що діють на тіло, паралельні одна одній, можна обрати координатні осі таким чином, щоб вісь z була паралельна силам (рис. 6). Тоді проекції кожної із сил на осі x та y і їх моменти відносно осі z будуть дорівнювати О, тому будемо мати тільки три умови:
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Отже, для рівноваги просторової системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій всіх сил на вісь, паралельну силам, і алгебраїчні суми їх моментів відносно двох інших координатних осей дорівнювали нулю.

4. Розв’язання задач. Послідовність розв’язання задач статики просторової системи сил така сама, як і у випадку плоскої системи сил. З’ясувавши, рівновага якого тіла розглядається, необхідно зобразити всі зовнішні сили (і задані, і реакції в’язей) і скласти умови рівноваги. Зі здобутих рівнянь визначаються шукані величини.

Для спрощення системи рівнянь рекомендується осі координат проводити так, щоб вони перетинали якомога більше невідомих сил або були їм перпендикулярні.

Якщо із загального креслення важко визначити, чому дорівнює момент якоїсь сили відносно осі, то слід зобразити на додатковому кресленні проекцію тіла разом із силою на площину, перпендикуляру цій осі.

Якщо виникають труднощі у визначенні проекції сили на відповідну площину або плеча цієї проекції, рекомендується розкласти силу на дві взаємно перпендикулярні складові (одна із яких паралельна якій-небудь координатній осі), а потім скористатись теоремою Варіньйона.
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Задача. Прямокутна однорідна кришка вагою 120 Н утримується мотузкою DЕ (рис. 7), перпендикулярною площині кришки. CD=
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Будемо розглядати рівновагу кришки. На неї діють сили: 
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 – вага, 
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 – реакція мотузки, реакція шарнірів – 
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Усього маємо шість сил, із них п’ять невідомі. Усі сили перпендикулярні осі Ах, тому проекції їх на вісь Ах будуть дорівнювати нулю. Залишається п’ять рівнянь – саме стільки, скільки необхідно для розв’язання задачі.

Складемо рівняння рівноваги:
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Із третього рівняння: 
[image: image608.wmf];
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Із четвертого: 
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Із п’ятого : 
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Із першого: 
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H

cos60

T

R

R

0

By

Ay

8,7

2

1

52

17,3

-

=

×

-

=

×

-

-

=


Із другого: 
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Запитання для самоконтролю
1.  Що називається моментом сили відносно осі?

2.  У якій послідовності визначається момент сили відносно осі?

3.  Назвати поодинокі випадки його визначення.

4.  Довести аналітичні формули моментів сили відносно координатних осей.

5.  Навести формули обчислення головного вектора і головного моменту просторової системи сил.

6.  До якого найпростішого вигляду зводиться просторова система сил?

7.  Які умови рівноваги довільної просторової системи ?

8.  Назвати умови рівноваги просторової системи паралельних сил.

РОЗДІЛ ІІ. КІНЕМАТИКА
МОДУЛЬ 2. КІНЕМАТИКА МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА ТВЕРДОГО ТІЛА
Лекція №10
Вступ. Способи задання руху точки.

Вектори швидкості та прискорення
План

1. Завдання кінематики, її основні поняття та визначення.

2. Кінематика точки. Способи задання руху точки.

3. Вектор швидкості точки.

4. Вектор прискорення точки.

1. Завдання кінематики, її основні поняття та визначення

Кінематикою називається розділ механіки, який вивчає рухи матеріальних тіл без урахування їх мас і сил, що діють на них.

Механічний рух відбувається в просторі та часі. Простір розглядається як тривимірний. Час у класичній механіці вважається універсальним, тобто таким, що спливає однаково в різних системах відліку. Він є скалярною величиною, яка безперервно змінюється. У кінематиці час вважається незалежною змінною (аргументом). Решта змінних (відстань, швидкість, прискорення тощо) розглядається як функції часу.

В основі кінематики лежать такі поняття, як початковий момент часу, момент часу і проміжок часу. Початковий момент часу – це час, з якого починається відлік. Часто за початковий момент часу обирають значення t0=0. Даний момент часу визначається кількістю секунд, що минули від початкового моменту. Проміжок часу – це різниця між будь-якими двома послідовними моментами часу. 

Для визначення положення рухомого тіла відносно іншого вводиться поняття системи відліку. Система відліку – це система координат, яка жорстко зв'язана з тілом, відносно якого вивчається рух. Оскільки в природі не існує нерухомих тіл, а отже, і абсолютно нерухомих систем відліку, то в механіці часто за умовно нерухому систему відліку обирають систему координатних осей, зв'язану із Землею.

Геометричне місце положень рухомої точки в обраній системі відліку називається траєкторією цієї точки. За виглядом траєкторії руху точки поділяються на прямолінійні та криволінійні.

У процесі вивчення руху точки слід розрізняти два важливі поняття: пройдений шлях і відстань. Відстань – це довжина відрізка траєкторії, відрахованого від деякої нерухомої точки, яка обирається за початок відліку. Відстань – величина алгебраїчна, оскільки залежно від положення точки відносно початку відліку і від обраного напрямку осі вона може бути як додатною, так і від'ємною.

Рухаючись, точка за певний проміжок часу проходить деякий шлях, який вимірюється вздовж траєкторії в напрямку руху. Шлях може тільки збільшуватись, тому це величина додатна. Шлях збігається з абсолютним значенням відстані тільки тоді, коли рух точки починається від початку відліку і відбувається по траєкторії в одному напрямку.

Для розв'язування задач кінематики необхідно, щоб рух був якось заданий (описаний). Задати рух, або закон руху тіла (точки) – означає задати положення його відносно даної системи відліку в будь-який момент часу.

Кількість незалежних параметрів, які визначають положення точки, тіла або системи, називається кількістю ступенів вільності. Вільне тверде тіло має шість ступенів вільності в просторовому русі.

Головне завдання кінематики полягає в тому, щоб, знаючи закон руху даного тіла або точки, визначити кінематичні характеристики (траєкторії, швидкості, прискорення) тіла в цілому і кожної його точки окремо.

Розпочнемо вивчення цього розділу із кінематики точки.

2. Кінематика точки. Способи задання руху точки

Задати рух точки можна одним із трьох способів: натуральним, координатним або векторним.

[image: image2107.png]


1. Натуральний спосіб. Цим способом користуються в тому випадку, коли траєкторія руху точки відома.

Нехай точка М рухається по деякій траєкторії АВ відносно обраної системи відліку (рис. 1). Візьмемо на ній довільну точку 
[image: image613.wmf]О

¢

, яка буде за початок відліку. Траєкторію розглянемо як криволінійну координату. Домовимося про додатний і від'ємний напрямки руху.

Тоді положення точки М буде визначатися криволінійною координатою s, яка дорівнює відстані від точки 
[image: image614.wmf]О

¢

 до точки М, що береться з відповідним знаком. У кожний момент часу точка може займати тільки одне відповідне положення на траєкторії, тому відстань s від початку відліку є деяка однозначна функція часу t. Залежність між змінними s і t називається законом руху точки М уздовж траєкторії. 
Спосіб задання руху точки у вигляді s=f(t) називається натуральним. 

Отже, при натуральному способі задання руху точки повинні бути відомі:
– траєкторія точки в обраній системі відліку;

– початок відліку на траєкторії й додатний напрямок відліку;

– закон руху точки вздовж траєкторії: s=f(t).
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2. Координатний спосіб. Через те, що траєкторія руху точки відома далеко не завжди, на практиці частіше користуються координатним способом задання руху.

Положення точки відносно даної системи відліку Оxyz можна визначити її декартовими координатами х, у, z (рис. 2).
Під час руху точки М її координати будуть змінюватись з плином часу, тобто будуть деякими  функціями аргументу t:
x = f1(t), y = f2(t), z = f3(t).
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Якщо ми будемо знати, як змінюються з часом координати точки, яка здійснює деякий рух, тобто будуть відомі ці рівняння, то ми завжди  зможемо визначити положення її відносно обраної системи відліку.

Якщо весь час точка рухається в одній площині, то, обравши останню за площину Оху, рух точки можна визначити двома рівняннями руху (рис. 3):

х = f1(t), y = f2(t).

[image: image2110.png]


Якщо ж точка рухається прямолінійно, то траєкторію її руху (пряму) можна обрати за одну із координатних осей, наприклад, х. Рух точки в такому випадку буде описуватись одним рівнянням (рис. 4):
х=f(t).

Рівняння руху точки тут є одночасно і рівняннями її траєкторії.

[image: image2111.png]


3. Векторний спосіб. Положення точки в будь-який момент часу можна визначити за допомогою вектора 
[image: image615.wmf]r

, проведеного із деякої точки О в дану точку М (рис. 5).

Вектор 
[image: image616.wmf]r

 називається радіусом-вектором точки М. Оскільки з плином часу модуль і напрямок вектора 
[image: image617.wmf]r

 змінюються, то він є  векторною функцією часу:
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Це рівняння називається рівнянням руху точки у векторній формі. Воно виражає не тільки закон її руху, а й рівняння траєкторії точки у векторній формі.

Крива, яку описує кінець якого-небудь вектора за умови, що його початок знаходиться весь час в одній і тій самій точці, називається годографом вектора. Отже, траєкторією точки М є годограф радіуса-вектора 
[image: image619.wmf]r

.
Зв'язок між векторним і координатним способами легко встановити, якщо ввести одиничні вектори (орти) осей 
[image: image620.wmf]і

, 
[image: image621.wmf]j

, 
[image: image622.wmf]k

, тобто такі вектори, які чисельно дорівнюють одиниці й напрямлені вздовж осей x, y, z (рис. 5). Обравши точку О за початок прямокутної системи координат і розклавши радіус-вектор по осях координат, маємо вираз для визначення положення точки М:
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Векторний спосіб задання руху достатньо зручний для встановлення загальних закономірностей. Він дозволяє описати рух точки одним рівнянням на відміну від координатного, де кількість рівнянь дорівнює трьом. Але при розв'язуванні конкретних задач, коли вимагається чисельний результат, частіше зручнішими є координатний або натуральний способи.

3. Вектор швидкості точки
[image: image624.png]



Рис. 6

Однією з важливих кінематичних характеристик руху точки є її швидкість, яка є мірою руху точки і характеризує швидкість зміни її положення з плином часу. Швидкість – величина векторна.

Нехай деяка точка, яка здійснює рух  по криволінійній траєкторії АВ, в момент часу t  займає на траєкторії положення М, що визначається радіусом-вектором 
[image: image625.wmf]r

, а в момент t1 – положення М1, яке   визначається радіусом-вектором 
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 (рис. 6).

Тоді за проміжок часу 
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 переміщення точки визначається вектором 
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, який називається вектором переміщення точки. Із ΔОММ1 бачимо, що
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Звідси:
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Відношення вектора переміщення точки до проміжку часу Δt назвемо середньою за модулем і напрямком швидкістю точки за цей проміжок часу Δt, тобто:
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Середня швидкість 
[image: image632.wmf]cp
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  напрямлена вздовж хорди ММ1 у бік руху точки.

Очевидно, чим меншим буде проміжок часу Δt, тим точніше буде середня швидкість характеризувати рух точки. Якщо проміжок часу Δt прямує до нуля, то граничне значення швидкості наближається до значення швидкості в даний момент часу:
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Таким чином, швидкістю точки в даний момент часу називається векторна величина 
[image: image634.wmf]v

, до якої прямує швидкість 
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 з наближенням проміжку часу до нуля. А оскільки граничне значення відношення 
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 при (t(0 є не що інше, як перша похідна від вектора 
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 по аргументу t, то маємо:
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Отже, вектор швидкості в даний момент часу дорівнює першій похідній від радіуса-вектора точки за часом.

Оскільки граничним напрямком січної ММ1 є дотична, то вектор швидкості в даний момент часу напрямлений по дотичній, проведеній до траєкторії точки в бік її руху. 

Якщо точка рухається прямолінійно, то вектор її швидкості 
[image: image639.wmf]v

 весь час напрямлений уздовж траєкторії точки (прямої), змінюється лише чисельно. Якщо траєкторія руху – крива, то вектор швидкості може змінюватись як за величиною, так і за напрямком. Рух, в якому швидкість з часом зростає, називається прискореним; рух, в якому швидкість з часом зменшується, називається сповільненим.
4. Вектор прискорення точки

Величина, яка характеризує бистроту зміни швидкості точки з плином часу (як за модулем, так і за напрямком), називається прискоренням точки.
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Прискорення – величина векторна.

Нехай точка, яка рухається по криволінійній траєкторії, в момент часу t займає на траєкторії положення М і має швидкість 
[image: image640.wmf]v

, а в момент t1 – положення М1 і швидкість 
[image: image641.wmf]1

v

 (рис. 7). Визначимо приріст швидкості 
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 за проміжок часу 
[image: image643.wmf]t

t

Δt

1

-

=

. Для цього вектор 
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 перенесемо в точку М. Сполучивши кінці векторів 
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 та 
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, отримаємо 
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. Зауважимо, що вектор 
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 завжди напрямлений у бік угнутості траєкторії.
Відношення приросту вектора швидкості до проміжку часу ∆t визначає вектор середнього прискорення точки за цей проміжок часу:
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Напрямок вектора 
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, як видно, збігається з напрямком 
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Прискоренням точки в даний момент часу називається векторна величина 
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, до якої прямує середнє прискорення 
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 з наближенням проміжку часу Δt до нуля:


[image: image654.wmf]Δt

v

Δ

lim

а

lim

а

0

Δt

c

р

0

Δt

®

®

=

=

D

 або 
[image: image655.wmf]2

2

dt

r

d

dt

v

d

a

=

=

.
Отже, вектор прискорення точки в даний момент часу дорівнює першій похідній від вектора швидкості або другій похідній від радіуса-вектора точки за часом.

Визначимо напрямок вектора 
[image: image656.wmf]а

 по відношенню до траєкторії руху точки. Якщо точка рухається прямолінійно, то вектор прискорення 
[image: image657.wmf]а

 напрямлений уздовж прямої, по якій вона рухається, що очевидно. Якщо траєкторією руху є плоска крива, то вектор прискорення 
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, як і 
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, лежить у площині цієї кривої й напрямлений у бік її угнутості. У загальному ж  випадку вектор 
[image: image660.wmf]а

 лежить у стичній площині й напрямлений у бік угнутості кривої.

Запитання для самоконтролю
1.  Що вивчає розділ “Кінематика”?

2. Дати означення початкового моменту часу, даного моменту та проміжку часу.

3. Чим відрізняються поняття “відстань” та “шлях”? Коли відстань збігається зі шляхом?

4. Що таке траєкторія руху точки, кількість ступенів вільності точки або тіла?

5. У чому полягає головне завдання кінематики?

6. Які існують способи задання руху точки? Їх сутність.

7. Зв’язок координатного та векторного способів задання руху.

8. Що називається середньою швидкістю точки за проміжок часу Δt ? Який напрямок вона має?

9. Дати означення вектору швидкості в даний момент часу. Його напрямок. Чому він дорівнює?

10. Що називається середнім прискоренням точки за проміжок часу Δt? Як воно напрямлене?

11. Дати означення вектора прискорення в даний момент часу. Його напрямок. Формули визначення.

Лекція 11
Визначення швидкості та прискорення точки при різних способах задання її руху
План

1.
 Визначення швидкості й прискорення точки при координатному способі задання її  руху.

2.
 Визначення швидкості й прискорення точки при натуральному способі задання руху.

3.
 Деякі поодинокі випадки руху точки.

1. Визначення швидкості й прискорення точки при координатному способі задання її руху

Як відомо, вектор швидкості точки визначається першою похідною від радіуса-вектора за часом:
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де орти 
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 – сталі як за модулем, так і за напрямком. 

Тоді:
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Якщо визначити вектор швидкості 
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 через його проекції на координатні осі, то дістанемо:
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Порівнюючи ці вирази, помічаємо, що:
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Таким чином, проекції вектора швидкості точки на осі координат дорівнюють першим похідним від відповідних координат точки за часом.

Знайдемо модуль і напрямок вектора швидкості за формулами:
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Аналогічно визначається прискорення точки:
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Звідси знайдемо проекції вектора прискорення та координатні осі:
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Отже, проекції вектора  прискорення точки на координатні осі дорівнюють першим похідним від проекцій вектора швидкості або другим похідним від відповідних координат точки за часом.

Модуль і напрямок прискорення визначаються за формулами:
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2. Визначення швидкості й прискорення точки при натуральному способі задання руху 

Нехай задана траєкторія і закон руху точки у вигляді s = f(t). 

[image: image2113.png]


Точка за проміжок часу Δt  перемістилася з положення М у положення М1 (рис.1). При цьому переміщення становить Δs=s1–s. Визначимо числову величину її середньої швидкості:
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Щоб знайти числову величину швидкості в даний момент часу t, перейдемо за границі:
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Отже, числова величина швидкості в даний момент часу дорівнює першій похідній від відстані (криволінійної координати) s точки за часом.
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Вектор швидкості напрямлений по дотичній до траєкторії точки, причому якщо v>0 , то в додатному напрямку відліку відстані, а якщо v<0, то у від'ємному.

Вектор прискорення при натуральному способі задання руху визначається проекціями, але не на координатні осі системи відліку Оxyz, а на рухомі осі Мτnb, які мають початок у точці М і рухаються разом з нею (рис. 2, б). Ці осі називають осями натурального тригранника. Вісь Мτ (дотична) напрямлена по дотичній до траєкторії руху точки в бік додатного відліку відстані, вісь Мn (головна нормаль) – по нормалі, яка лежить у стичній площині й напрямлена в бік угнутості кривої, вісь Мb (бінормаль) – перпендикулярна двом попереднім. Як було показано в попередній лекції, вектор прискорення лежить у стичній площині, тому його проекція на бінормаль дорівнює нулю. Визначимо його проекції на дві інші осі. Проектуючи обидві частини рівності 
[image: image678.wmf]dt

v

d

a

=

 на осі Мτ та Мn і позначаючи символами 
[image: image679.wmf]τ

)

v

(d

 та 
[image: image680.wmf]n

)

v

(d

проекції вектора 
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Вектор 
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 – це різниця між швидкостями у двох сусідніх точках М і М1, тобто 
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 Відкладемо вектори 
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 від спільної точки (рис. 2, а). Тоді 
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, а фігуру АСВD при нескінченно малому куті dφ можна розглядати як прямокутник. Звідси:


[image: image688.wmf],

dv

v

v

МА

МВ

D

В

AC

)

v

d

(

1

=

-

=

-

=

=

=

t


де dv – елементарний приріст числового значення швидкості.

Оскільки границя відношення дуги до хорди дорівнює одиниці, можна АD розглядати як елементарну дугу радіуса МА, розмір якої визначається добутком радіуса на центральний кут. Тоді:
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Підставляючи визначені значення 
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 у рівняння, маємо :
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Кут між дотичними до кривої у двох її точках називається кутом суміжності, тоді dφ – елементарний кут суміжності.

Відношення dφ до 
[image: image693.wmf]1
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 визначає кривизну кривої в точці М, а кривизна k є величиною, оберненою до радіуса кривизни ρ у цій точці, тобто: 
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тому:


[image: image695.wmf]ρ

v

v

ρ

1

v

dt

ds

ds

d

v

a

2

n

=

×

×

=

×

=

j

.

Отже, остаточно маємо: 
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Отже, проекція вектора прискорення точки на дотичну вісь дорівнює першій похідній від числової величини швидкості або другій похідній від відстані (криволінійної координати) s за часом, а проекція вектора прискорення на головну нормаль дорівнює квадрату швидкості, поділеному на радіус кривизни траєкторії в даній точці кривої.

Повне прискорення визначимо як геометричну суму складових (рис. 3):
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Рис. 3

Перший доданок у рівнянні називається дотичним прискоренням, а другий – нормальним. Вектор 
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 напрямлений завжди в бік угнутості кривої (величина 
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 завжди додатна), а 
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 може бути напрямлений або в  додатному, або у від'ємному напрямку осі Мτ, що залежить від знака проекції 
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. Оскільки вектор нормального прискорення 
[image: image703.wmf]п

а

 напрямлений до центра кривизни траєкторії, то його ще називають доцентровим.
Модуль повного прискорення обчислюється так:
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Відхилення вектора прискорення 
[image: image705.wmf]а

 від нормалі Мn характеризується кутом α, який визначається за формулою:
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3. Деякі поодинокі випадки руху точки

Розглянемо деякі поодинокі випадки руху матеріальної точки.

1.  Прямолінійний рух. Якщо траєкторією точки є пряма лінія, то ρ=∞, тоді 
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, і повне прискорення точки дорівнює одному тільки дотичному прискоренню:
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Оскільки в цьому випадку швидкість змінюється тільки чисельно, то звідси робимо висновок, що дотичне прискорення характеризує зміну числового значення швидкості.

2.  Рівномірний криволінійний рух. Рівномірним називається такий криволінійний рух точки, в якому числове значення швидкості весь час залишається сталим (v=const). Тоді 
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, і повне прискорення дорівнює одному тільки нормальному прискоренню:
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Вектор прискорення 
[image: image711.wmf]а

 напрямлений при цьому весь час по нормалі до траєкторії точки.

Оскільки в цьому випадку прискорення з'являється тільки за рахунок зміни напрямку швидкості, то робимо висновок, що нормальне прискорення характеризує зміну швидкості за напрямком.

Знайдемо закон рівномірного криволінійного руху. Із формули 
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 маємо: ds=vdt. Нехай у початковий момент часу (t0=0) точка знаходиться від початку відліку на відстані s0. Тоді:
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Або, ураховуючи, що v=const, дістанемо:

s-s0=vt,
звідси маємо:

s=s0+vt.
Якщо s0=0, то s дасть шлях, пройдений точкою за час t . Отже, при рівномірному русі шлях, пройдений точкою, зростає пропорційно часу, а швидкість точки дорівнює відношенню шляху до часу:
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3. Рівномірний прямолінійний рух.  У цьому випадку an=aτ=0, а отже, a=0. Це єдиний рух, в якому прискорення точки весь час дорівнює нулю.
4. Рівнозмінний  криволінійний рух. Рівнозмінним називається такий криволінійний рух точки, в якому дотичне прискорення залишається весь час сталим: aτ= const.  Знайдемо закон цього руху, якщо відомо, що в початковий момент часу t0=0: s=s0, а  v=v0 (s0 та v0 – початкові відстань та швидкість). 

Оскільки dv=aτdt, а aτ=const, то, беручи інтеграли з обох частин у відповідних границях, маємо: 

v=v0+aτt

або 
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звідки:
ds=v0dt+ aτtdt.
Якщо ще раз проінтегруємо останню рівність, знайдемо закон рівнозмінного криволінійного руху точки:
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Ці формули виражають також закон рівнозмінного прямолінійного руху точки, якщо вважати s=x. При цьому в рівняннях aτ=а, де а  – числове значення прискорення даної точки.

5. Гармонійні коливання. Гармонійні коливання точки відбуваються за законом

x=Acos kt,
де А, k  – сталі величини.

Величина А, яка дорівнює найбільшому відхиленню точки від центра коливань, називається амплітудою коливань.
Проміжок часу Т=2π/k, за який точка здійснює одно повне коливання, називається періодом коливань.
Беручи похідні від х за часом, знайдемо швидкість і прискорення точки:
v= –Aksin kt; a= –Ak2cos kt.
Запитання для самоконтролю
1.  Як визначається величина та напрямок швидкості точки при координатному способі задання її руху?

2.  Як визначається прискорення точки при координатному способі задання її руху?

3.  Як визначається швидкість при натуральному способі задання руху точки?

4.  Як визначається прискорення точки при натуральному способі задання її руху?
5.  Якими формулами описуються прямолінійний, рівномірний криволінійний, рівномірний прямолінійний та рівнозмінний криволінійний рухи?
Лекція 12
Поступальний і обертальний рухи твердого тіла
План

1. Поступальний рух твердого тіла.

2. Обертальний рух твердого тіла. Кутові швидкість та прискорення.

3. Швидкості й прискорення точок тіла, яке обертається навколо осі.

1. Поступальний рух твердого тіла
У кінематиці всі тверді тіла будемо розглядати як абсолютно тверді, тобто такі, в яких відстані між двома будь-якими точками тіла залишаються сталими за весь час руху.

Завдання кінематики твердого тіла поділяються на дві частини:

1) задання руху і вивчення кінематичних характеристик руху всього тіла;
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2) вивчення руху кожної точки тіла окремо.

Поступальним називається такий рух твердого тіла, при якому будь-яка пряма, проведена в цьому тілі, рухається паралельно сама собі.

Поступальний рух не слід плутати з прямолінійним. На відміну від останнього, де траєкторією руху є пряма, в поступальному русі траєкторіями точки тіла можуть бути будь-які криві. Прикладом поступального руху є рух шатуна АВ у чотириланковому механізмі О1АВО2 (рис. 1), який складається з двох кривошипів О1А та О2В однакової довжини і шатуна АВ, довжина якого дорівнює відстані О1О2. Очевидно, що в усіх положеннях механізму чотирикутник О1АВО2 залишається паралелограмом. Отже, шатун АВ весь час паралельний прямій О1О2, і його рух є поступальним.

Теорема про траєкторії, швидкості й прискорення в поступальному русі. У поступальному русі всі точки тіла описують однакові (такі, що при накладанні збігаються) траєкторії й мають у кожний момент часу однакові за модулем і напрямком швидкості та прискорення.
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Доведення. Розглянемо тіло, яке здійснює поступальний рух відносно обраної системи відліку Охуz. Візьмемо в ньому довільні точки А і В, положення яких у момент часу t визначається відповідними радіусами-векторами 
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 і 
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 (рис. 2). Провівши вектор 
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, помічаємо, що 
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Оскільки відстань між точками твердого тіла – величина стала, то довжина АВ залишається однаковою в усіх його положеннях, напрямок 
[image: image721.wmf]AB

 не змінюється, тому що тіло рухається поступально. Таким чином, вектор 
[image: image722.wmf]AB

 за весь час руху залишається сталим.
Отже, при поступальному русі тіла радіуси-вектори двох його довільних точок, змінюючись, будуть відрізнятися один від одного на сталий вектор. Тому траєкторії точок А і В будуть однаковими, вони збігаються одна з одною при паралельному їх перенесенні.

Продиференціюємо отримане рівняння за часом, маємо :
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Похідна від сталого вектора 
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 дорівнює нулю. Похідні від векторів 
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 за часом дають швидкості відповідних точок. Тому
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тобто швидкості двох точок тіла А і В у будь-який момент часу при поступальному русі однакові як за модулем, так і за напрямком. Тепер продиференціюємо отриману рівність за часом, дістанемо:
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тобто прискорення точок А і В тіла у будь-який момент часу його руху також однакові за модулем і напрямком. Теорема доведена.
З теореми випливає, що поступальний рух цілком визначається рухом якої-небудь його точки. Тому завдання вивчення поступального руху зводиться до завдань кінематики точки, які розглянуто вище.

При поступальному русі спільну для всіх точок тіла швидкість 
[image: image730.wmf]v

 називають швидкістю поступального руху тіла, а прискорення 
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 – прискоренням поступального руху тіла. Вектори 
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 і 
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 можуть бути зображені прикладеними в будь-якій точці тіла.

Зауважимо, що говорити про швидкість і  прискорення тіла можна тільки у випадку його поступального руху, в інших випадках точки тіла мають різні швидкості й прискорення.

2. Обертальний рух твердого тіла. Кутові швидкість і прискорення
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Обертальним називається такий рух твердого тіла, в якому які-небудь дві точки, взяті на тілі (або незмінно з ним зв'язані), залишаються весь час нерухомими (рис. 3). Пряма ОО1, яка з'єднує нерухомі точки О і О1, називається віссю обертання. Усі точки, які лежать на осі обертання, будуть нерухомими, а решта − описують кола з центром на осі обертання, причому площини кіл будуть перпендикулярні до осі обертання. 

Прикладом обертального руху може бути рух дверей або створок вікон при їх відкриванні, рух стрілок годинника, обертання ротора електродвигуна тощо.

Нехай деяке тіло обертається навколо осі ОО1 (рис. 3). Проведемо через вісь обертання в деякий момент часу площину S і зафіксуємо її положення в просторі, а через певний проміжок часу проведемо площину S1, незмінно зв'язану з тілом. Кут φ між цими площинами, взятий з відповідним знаком, буде визначати положення тіла в будь-який момент часу. Кут φ називається кутом повороту тіла. Умовимось, що додатний напрям кута φ буде в тому випадку, якщо поворот площини S1 відносно фіксованої площини S здійснився проти ходу годинникової стрілки (дивитися слід з боку додатного напрямку осі Оz), і від'ємним – за ходом годинникової стрілки. Кут φ вимірюється в радіанах.
Щоб визначити положення тіла в просторі в будь-який момент часу, необхідно знати залежність між кутом повороту φ і часом t, тобто:

φ=f(t).

Це рівняння називається рівнянням обертального руху тіла.

Бистрота зміни кута повороту з часом характеризується величиною, яка називається кутовою швидкістю.
За достатньо малий проміжок часу Δt кут змінюється на величину Δφ. Відношення Δφ до Δt називається середньою кутовою швидкістю за даний проміжок часу і позначається ωср:

ωср.=
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Кутовою швидкістю в даний момент часу t називається величина, до якої прямує значення ωср, коли проміжок часу Δt наближається до нуля:
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Таким чином, кутова швидкість у даний момент часу чисельно дорівнює першій похідній від кута повороту за часом, тобто показує, на який кут повертається тіло за одиницю часу. Кутова швидкість визначає також і напрямок обертання. Так, якщо ω>0, то тіло обертається в напрямку збільшення кута повороту – проти ходу годинникової стрілки, і в зворотному напрямку, якщо ω<0. Кутова швидкість вимірюється в радіанах за секунду (рад/с,    с-1).

Якщо ω=соnst, то обертання тіла називається рівномірним. Закон рівномірного обертання: φ=φ0+ωt. Якщо φо=0, то φ=ωt. 

Звідси кутова швидкість обчислюється за формулою:
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У техніці швидкість рівномірного обертання часто задають числом n обертів за хвилину. Знайдемо між ними залежність. За один оберт тіло повертається на кут 2π, а за n обертів – на 2πn. Цей поворот виконується за час t=1хв=60 с, тоді маємо:
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Кутову швидкість зображають у вигляді вектора 
[image: image739.wmf]ω

, який напрямлений уздовж осі обертання в той бік, звідки обертання тіла відбувається проти ходу годинникової стрілки (див. рис. 3). 

Кутове прискорення характеризує бистроту зміни швидкості з часом. За проміжок часу ∆t швидкість тіла змінюється на ∆ω. Відношення ∆ω до ∆t називається середнім кутовим прискоренням за цей проміжок часу і позначається εср:
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Кутовим прискоренням в даний момент часу t називається величина, до якої прямує εср., коли проміжок часу Δt наближається до нуля:
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або, зваживши на попередній результат, маємо:
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Таким чином, кутове прискорення в даний момент часу чисельно дорівнює першій похідній від кутової швидкості або другій похідній від кута повороту тіла за часом, тобто показує зміну кутової швидкості за одиницю часу. Кутове прискорення вимірюється в радіанах за секунду в квадраті (рад/с2, с-2). 

Якщо знаки ω і ε однакові, то рух прискорений, якщо різні – сповільнений.

Якщо за час руху ε залишається сталою величиною, то такий рух називається рівнозмінним. Знайдемо закон рівнозмінного обертання. Для цього оберемо початковий момент часу t0=0, кут φ=φ0, а початкова швидкість ωо.
Знаючи, що 
[image: image743.wmf]dt
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, дістанемо:

dω=εdt.
Проінтегруємо ліву частину в межах від ωо до ω, а праву − в межах від 0 до t, дістанемо:
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Це рівняння запишемо у вигляді:
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Проінтегруємо вдруге і маємо закон рівнозмінного обертання:
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Кутове прискорення тіла, як і кутову швидкість, зображають у вигляді вектора 
[image: image747.wmf]ε

, який напрямлений уздовж осі обертання, причому його напрямок збігається з напрямком 
[image: image748.wmf]ω

 у прискореному русі й протилежний – у сповільненому.

3. Швидкості й прискорення точок тіла, яке обертається навколо осі

Точки тіла, яке обертається навколо осі, рухаються неоднаково. Але, знаючи закон обертального руху тіла, можна визначити швидкість і прискорення будь-якої його точки в будь-який момент часу. Із цією метою встановимо залежність між кутовими величинами φ, ω та ε, які характеризують обертальний рух тіла, і лінійними величинами s, v, аτ, an, а, які характеризують рух точок тіла.

Як ми відзначили вище, точки тіла, що обертається, рухаються по колах, центри яких лежать на осі обертання. 
Нехай точка А тіла (рис. 4), яке нерівномірно обертається навколо осі О, з поворотом його на кут φ пройде відстань s. Вона вимірюється дугою 
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 кола, радіус якого R. Тоді:

s=Rφ.
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Відстань s і кут φ – функції часу t, а R – величина стала для даної точки. Продиференціюємо за часом обидві частини рівняння і дістанемо:
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 або v = R ω.

Швидкість ν називається лінійною або коловою швидкістю точки А.
Таким чином, лінійна швидкість точки твердого тіла, яке обертається навколо осі, чисельно дорівнює добутку кутової швидкості тіла на відстань від цієї точки до осі обертання.
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Лінійна швидкість напрямлена по дотичній, проведеній до кола, описуваного точкою А, або перпендикулярно до радіуса R. Оскільки ω для всіх точок тіла в даний момент має одне й те ж значення, то із формули випливає, що лінійні швидкості точок тіла, яке обертається навколо осі, пропорційні їх відстаням від осі обертання.

Покажемо, що вектор лінійної швидкості точки тіла, що обертається, можна визначити як векторний добуток кутової швидкості тіла на радіус-вектор точки, проведений із довільної точки О, взятої на осі обертання (рис. 5), тобто
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Ця формула називається формулою Ейлера. Отже, необхідно довести, що вектор (
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) напрямлений по дотичній до траєкторії точки в бік обертання тіла, а модуль його дорівнює модулю швидкості точки М, тобто

׀
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Дійсно, векторний добуток 
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 дає вектор, перпендикулярний площині, в якій лежать вектори 
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 i 
[image: image756.wmf]r

 (це площина ОМС), напрямлений у той бік, звідки найкоротший поворот від вектора 
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 до вектора 
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 бачиться проти ходу годинникової стрілки. Цей напрямок збігається з напрямком вектора 
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. При цьому
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де β – кут між векторами 
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Як бачимо з рисунка, ׀
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׀ sinβ = R , тоді ׀
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Отже, формула Ейлера доведена.

Продиференціюємо обидві частини рівняння v= R ω, маємо:
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Підставивши у формулу 
[image: image768.wmf]R

v

a

2

п

=

 значення швидкості, маємо: 

an = R(2.

Дотичне прискорення 
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 напрямлене по дотичній до траєкторії руху точки в бік руху, якщо тіло обертається прискорено, і у зворотному напрямі, якщо воно обертається сповільнено. Нормальне прискорення 
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 завжди напрямлене по радіусу до осі обертання (рис. 6).

Повне прискорення точки А:


[image: image771.wmf].

R

ε

R

ω

R

a

a

a

2

4

2

2

4

2

2

τ

2

n

e

w

+

=

+

=

+

=


[image: image2120.png]


Відхилення вектора повного прискорення від радіуса кола, яке описує точка, визначається кутом α, який обчислюється за формулою: 
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Через те що в даний момент часу ω і ε для всіх точок обертання тіла мають одне і те саме значення, то із формули випливає, що прискорення всіх точок тіла, яке обертається навколо осі, пропорційні їх відстаням від осі обертання.
Задача. При запуску двигуна його шків діаметром d=0,2 м протягом перших декількох секунд обертається згідно з рівнянням φ=0,2t3. Визначити швидкості й прискорення точок, розміщених на ободі шківа в момент часу t1=5с.

Розв'язання. Диференціюючи рівняння руху шківа, знаходимо його кутову швидкість:
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У момент часу t1 =5с: (=0,6(52=15 рад/с.
Продиференціювавши рівняння кутової швидкості шківа, визначимо його кутове прискорення:
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У момент часу t1=5с: (=1,2(5=6рад/с2.
Знаходимо швидкість і прискорення точок, розміщених на ободі шківа:
v=((R=15(0,1=1,5м/c,
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Запитання для самоконтролю

1.  У чому полягають завдання кінематики твердого тіла?

2.  Який рух тіла називається поступальним? Його приклади.

3.  Сформулювати і довести теорему про траєкторії, швидкості та прискорення точок у поступальному русі тіла.

4.  Який рух тіла називається обертальним? Приклади та рівняння обертального руху.

5.  Дати означення середній кутовій швидкості, кутовій швидкості в даний момент часу. Як визначається остання?

6.  Дати означення середнього кутового прискорення, кутового прискорення в даний момент часу. Як воно визначається?

7.  Записати рівняння рівномірного та рівнозмінного обертання.

8.  Як визначається лінійна швидкість точок тіла в його обертальному русі?

9.  Довести формулу Ейлера.

10.. Як визначається прискорення точок тіла у його обертальному русі?

Лекція 13
Плоскопаралельний рух твердого тіла
План

1.
 Рівняння плоскопаралельного руху.

2.
 Визначення швидкостей та прискорень точок тіла у плоскопаралельному русі. 

3.
 Миттьовий центр швидкостей. Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла в його плоскопаралельному русі.

4.
 Миттьовий центр прискорень.

1. Рівняння плоскопаралельного руху

Плоскопаралельним рухом, або плоским рухом твердого тіла називається такий рух, в якому всі його точки переміщаються паралельно деякій нерухомій площині. Такий  рух спостерігається в багатьох механізмах і машинах, наприклад, рух шатуна в кривошипно-повзунковому механізмі, рух колеса, яке котиться  по прямолінійній ділянці. Обертальний рух тіла можна розглядати як частковий випадок плоскопаралельного руху.
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Вивчаючи плоскопаралельний рух твердого тіла, достатньо розглянути рух його плоского перерізу. Оскільки положення плоскої фігури на площині визначається положенням двох її точок або положенням відрізка, який з'єднує дві точки цієї фігури, то рух плоскої фігури в її площині можна вважати рухом прямолінійного відрізка АВ у цій площині (рис. 1). 

У свою чергу, положення відрізка АВ можна визначити через координати хА, уА точки А і кутом φ, який він утворює з віссю х. Довільно обрана точка А для визначення положення фігури називається полюсом.
Оскільки координати хА, yА і кут φ будуть змінюватися з часом, то для визначення положення тіла в будь-який момент часу треба знати залежності: 

xа=f1(t), уА=f2(t), φ=f3(t).

Ці рівняння називаються рівняннями плоскопаралельного руху тіла.

[image: image2122.png]


Покажемо, що переміщення фігури можна здійснити сукупністю двох переміщень: поступального і обертального. Уявімо, що плоска фігура перемістилася на площині з положення І  (АВ) в положення ІІ (А1В1) (рис. 2).

Спочатку перемістимо фігуру поступально з положення АВ в положення А1В', тобто так, щоб точка А перемістилась у нове положення А1, а точка В описала траєкторію, тотожну траєкторії точки А. Потім повернемо фігуру навколо точки А1 на кут φ1 так, щоб точка В' збіглася з точкою В1.
Тепер перемістимо фігуру поступально з положення АВ в положення А'В1, а потім повернемо її навколо точки В1 на кут φ2 так, щоб точка А' збігалась з точкою А1.

Як бачимо, поступальні переміщення фігури різні, а величина кута повороту і напрямок його однакові φ1=φ2.

Отже, плоскопаралельний рух твердого тіла складається з поступального руху разом з довільно обраною точкою, тобто полюсом, і обертального руху навколо нього. При цьому поступальне переміщення залежить від вибору полюса, а обертальна частина руху – не залежить. Поступальна частина плоскопаралельного руху описується першими двома рівняннями, а обертання навколо полюса – третім із цих рівнянь.

2. Визначення швидкостей та прискорень точок тіла у плоскопаралельному русі.

Положення будь-якої точки М, взятої на тілі, яке здійснює плоскопаралельний рух, визначається радіусом-вектором 
[image: image777.wmf]r

 у системі відліку Оху (рис. 3). 
Як бачимо з рисунка, 
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де 
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 – радіус-вектор полюса А, 
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 – вектор, який визначає положення точки М відносно осей Ах'у', що переміщаються разом з полюсом А поступально. 

Звідси:
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Тут 
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 не що інше, як швидкість полюса 
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 – швидкість 
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, яку точка М отримує в обертанні тіла навколо полюса. 

Отже, 
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Величина швидкості 
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 обчислюється за формулою:

vMA=ω МА.
Вектор 
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 напрямлений перпендикулярно радіусу-вектору 
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Таким чином, швидкість будь-якої точки М тіла у його плоскопаралельному русі дорівнює геометричній сумі швидкості будь-якої іншої точки А, обраної за полюс, і швидкості точки М в її обертальному русі разом з тілом навколо цього полюса (див. рис. 4). 
Оскільки прискорення точки є другою похідною від радіуса-вектора, який визначає положення точки М, то запишемо:
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Перший доданок – це прискорення полюса А, тобто аА, а 
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 – прискорення точки М в її обертальному русі разом з тілом навколо полюса А. Тому:
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Скориставшись формулами для обертального руху, маємо :
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Таким чином, прискорення будь-якої точки М тіла в його плоскопаралельному русі дорівнює геометричній сумі прискорення якої-небудь іншої точки, обраної за полюс, і прискорення точки М в її обертальному русі разом з тілом навколо цього полюса (рис. 5).
При розв’язанні задач часто зручнішою є заміна вектора 
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 його дотичною 
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Рис. 6
Вектор 
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МА

а

напрямлений перпендикулярно відрізку АМ у бік обертання, коли воно прискорене, і в протилежний бік, коли воно сповільнене. Вектор 
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 напрямлений завжди вздовж відрізка АМ, причому від точки М до полюса А (рис. 6). 

Тоді дістанемо рівняння:
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3. Миттьовий центр швидкостей. Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла у його плоскопаралельному русі
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Миттьовим центром швидкостей фігури в плоскопаралельному русі називається така її точка, абсолютна швидкість якої в даний момент часу дорівнює нулю. Такою точкою буде точка С (рис. 7), у якої переносна швидкість 
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 полюса і відносна швидкість 
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=ω·ОС) і напрямлені в протилежні боки. У кожний момент часу така точка тільки одна, тому вона обов'язково лежить на прямій МN, перпендикулярній 
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Справді,
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Положення миттьового центра швидкостей постійно змінюється з часом. Отже, плоскопаралельний рух тіла можна подати у вигляді миттьових обертань навколо центрів (осей), які займають у кожний момент часу різні положення. 
Якщо, наприклад, у даний момент часу миттьовий центр швидкостей знаходиться в точці С (рис. 8), то швидкості будь-яких інших точок А і В будуть перпендикулярні до прямих, які з'єднують ці точки з точкою С, і напрямлені в бік їх обертання, а їх модулі:
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Отже, швидкість точки плоскої фігури дорівнює її обертальній швидкості навколо миттьового центра швидкостей С. Із рівності також виходить, що
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тобто швидкості точок тіла пропорційні їх відстаням до митьового центра швидкостей. 

Якщо відомі швидкості двох довільних точок плоскої фігури 
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 і 
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 (рис. 8), то миттьовий центр швидкостей знаходиться в точці перетину перпендикулярів, проведених до цих векторів.

Якщо ж вектори швидкостей двох точок у даний момент часу паралельні, то можливі такі  випадки (рис. 9):

1. Вектори 
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 і 
[image: image816.wmf]В
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 паралельні й не перпендикулярні до прямої АВ, яка з'єднує точки А і В (рис. 9, а). Миттьовий центр знаходиться у нескінченності, тобто обертання немає – тіло рухається поступально, і 
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2. Вектори швидкостей 
[image: image819.wmf]А
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 і 
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 точок А і В перпендикулярні до прямої АВ, яка з'єднує ці точки. Для визначення положення миттьового центра слід з'єднати прямою кінці векторів і знайти точку С перетину цієї прямої з прямою АВ (рис. 9, б, в).
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а)

            б)
               в)

Рис. 9

Крім зазначених випадків (рис. 9), не можна довільно задавати за модулем і напрямком вектори швидкостей двох точок фігури в її плоскопаралельному русі. Ці вектори зв'язані теоремою: проекції векторів швидкостей двох точок фігури на пряму, яка з'єднує ці точки, однакові між собою.

Доведення. Нехай на рис. 10 побудовані вектори 
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 і 
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. Якщо точку А обрати за полюс, то маємо:
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[image: image2128.emf]Спроектувавши цю рівність на пряму АВ і врахувавши, що вектор 
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 напрямлений перпендикулярно АВ, а отже, пр.
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, що і треба було довести. 

Справедливість твердження теореми очевидна із рисунка 10. Проекції вектора 
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 і вектора 
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,побудованих у точці В, на пряму АВ однакові, оскільки кінці цих векторів лежать на одному перпендикулярі до прямої АВ.

4. Миттьовий центр прискорень
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Миттьовим центром прискорень називається точка, прискорення якої в даний момент часу дорівнює нулю.

Положення Q миттьового центра прискорень визначається тоді, коли відомі прискорення 
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а

 якої-небудь точки А тіла і кутові швидкість ω та прискорення ε тіла (рис. 11).

Тоді знаходимо величину кута α за формулою:
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Від точки А під кутом α до вектора 
[image: image835.wmf]A
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 проводимо пряму АЕ (рис. 11), причому кут відкладаємо в бік обертання, якщо воно прискорене, і в протилежний бік, якщо воно сповільнене. Уздовж лінії АЕ помічаємо відрізок АQ, довжину якого знаходимо так:
AQ=
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Визначена таким чином точка Q і буде миттьовим центром прискорень. Справді:

aQA=
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Оскільки вектор 
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 повинен утворювати з лінією AQ  кут α, то вектор 
[image: image841.wmf]QA

а

 паралельний 
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, але напрямлений у протилежний бік, тобто 
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Якщо точку Q взяти за полюс, то прискорення будь-якої точки М буде:
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Отже, прискорення будь-якої якої точки тіла дорівнює її прискоренню в обертальному русі навколо миттьового центра прискорень Q. При цьому:
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тобто прискорення точок тіла пропорційні їх відстаням від миттьового центра прискорень.

Зазначимо, що положення центрів швидкостей і прискорень у даний момент часу не збігаються.

Задача. Визначити швидкість повзуна В і кутову швидкість шатуна АВ при горизонтальному положенні кривошипа ОА, який обертається навколо осі О з кутовою швидкістю ω0=1,5рад/с, якщо ОА=0,2м, АВ=1м.
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Рис.12

Розв'язання. Знайдемо положення миттьового центра швидкостей шатуна, який у даному випадку знаходиться на перетині перпендикулярів до векторів швидкостей 
[image: image855.wmf]А

v

 і 
[image: image856.wmf]В

v

 точок А і В. Напрямки 
[image: image857.wmf]А

v

 і 
[image: image858.wmf]В

v

 відомі: 
[image: image859.wmf]А
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 напрямлений перпендикулярно до кривошипа ОА, тобто вертикально вгору, 
[image: image860.wmf]В
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 – паралельно напрямній  х-х. Таким чином, миттьовий центр вказаних швидкостей знаходиться в точці С. Тепер можемо записати:
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Але модуль швидкості точки А легко обчислюється зі співвідношення:

vA=ω0 ОА=1,5·0,2=0,3 м/с.
Із рисунка бачимо, що довжина АС:

АС =
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Кутова швидкість шатуна ωав визначиться із формули:

ωАВ=
[image: image863.wmf]0,5

0,6

0,3

=

=

АС

v

А

рад/с.

Тепер обчислимо швидкість повзуна В:

vВ=0,5·0,8=0,4 м/с.

Запитання для самоконтролю

1. Який рух називається плоскопаралельним? Приклади плоскопаралельного руху.

2. Якими рівняннями описується плоскопаралельний рух? Їх тлумачення.

3. Як визначаються швидкості точок тіла у його плоскопаралельному русі? Довести.

4. Як визначаються прискорення точок тіла у його плоскопаралельному русі? Довести.

5. Яка точка називається миттьовим центром швидкостей плоскої фігури?

6. Як визначається положення миттьового центра швидкостей, якщо напрямки векторів швидкостей двох точок тіла відомі? У випадку, якщо вони паралельні?

7. Сформулювати та довести теорему про проекції швидкостей двох точок тіла у його плоскопаралельному русі.

8. Що називається миттьовим центром прискорень плоскої фігури? Як він визначається?

Лекція 14
Складний рух точки

План

1. Абсолютний, відносний і переносний рухи.

2. Теорема про додавання швидкостей.

3. Теорема про додавання прискорень (теорема Коріоліса).

1. Абсолютний, відносний і переносний рухи

До цього часу ми розглядали рух тіла відносно однієї системи відліку. Але в механіці часто доводиться досліджувати рух точки або тіла відносно двох систем відліку. При цьому одна з них вважається умовно нерухомою, а друга рухається якимось чином по відношенню до першої. Такий рух точки або тіла називається складним.
Наприклад, людина, яка пересувається рухомими сходами ескалатора здійснює складний рух по відношенню до стін тунелю, який складається з руху людини відносно сходів (рухома система відліку) і руху її разом зі сходами відносно стін тунелю (нерухома система відліку). Практична цінність теорії складного руху полягає в можливості розкласти його, ввівши додаткову рухому систему відліку, на більш прості, що широко використовується в кінематичних розрахунках.
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Розглянемо складний рух точки М, що переміщається відносно рухомої системи відліку Охуz, яка, у свою чергу, рухається відносно іншої системи відліку O1x1y1z1, обраної нами за нерухому (рис. 1). 

1. Рух точки М відносно рухомої системи координат Oxyz називається відносним. У цьому випадку ми умовно зупиняємо рухому систему відліку. Траєкторія АВ, яку описує точка М у відносному русі, називається відносною траєкторією. Швидкість руху при цьому називається відносною швидкістю і позначається 
[image: image864.wmf]від

v

, прискорення – відносним прискоренням і позначається 
[image: image865.wmf]від

а

.
2. Рух рухомої системи відліку Oxyz разом з точкою М відносно нерухомої системи O1x1y1z1 називається для точки М переносним. Швидкість тієї незмінно зв’язаної з рухомими осями Oxyz точки, з якою в даний момент часу збігається точка М, називається переносною швидкістю точки М у цей момент часу і позначається 
[image: image866.wmf]пер

v

, а прискорення цієї точки – переносним прискоренням точки М і позначається 
[image: image867.wmf]пер

а

.

3. Рух точки в рухомій системі координат по відношенню до нерухомої системи O1x1y1z1 називається абсолютним або складним. Траєкторія CD цього руху називається абсолютною траєкторією, швидкість – абсолютною швидкістю  і позначається 
[image: image868.wmf]абс

v

, прискорення – абсолютним прискоренням і позначається 
[image: image869.wmf]абс

а

.

Звернемося до наведеного раніше прикладу. Очевидно, рух людини відносно сходів ескалатора буде відносним, рух сходів з людиною по відношенню до стін тунелю буде для людини переносним і рух людини по сходах ескалатора відносно стін тунелю буде абсолютним.

2. Теорема про додавання швидкостей
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Теорема. Абсолютна швидкість матеріальної точки у складному русі дорівнює  геометричній сумі її переносної і відносної швидкостей.
Нехай точка М здійснює за проміжок часу Δt=t1-t вздовж траєкторії АВ відносне переміщення 
[image: image870.wmf]М
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 (рис. 2, а). Сама крива АВ, рухаючись разом з рухомими осями Охуz (не показані на рисунку), перейде за той самий проміжок часу в нове положення А1В1. Одночасно та точка m кривої АВ, з якою в момент часу t збігається точка М, здійснить переносне переміщення 
[image: image871.wmf]1
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. У результаті точка M займе положення М1 і здійснить за час Δt абсолютне переміщення 
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Із векторного трикутника Mm1M1 маємо:
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Поділимо обидві частини цього рівняння на Δt і перейдемо до границі:


[image: image874.wmf])

t

M

m

(

lim

)

t

Mm

(

lim

)

t

MM

(

lim

1

1

0

t

1

0

t

1

0

t

D

D

D

D

D

D

®

®

®

+

=

.
Але із визначення:
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З приводу останньої складової зазначимо, що оскільки при Δt→0 крива А1В1 прямує до накладання з кривою АВ, а гранично:
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Вектори 
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, 
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 і 
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 напрямлені по дотичних, проведених до відповідних траєкторій (рис. 2, б). Побудована фігура на цьому рисунку називається паралелограмом швидкостей. Отже, теорема доведена.
Якщо кут між напрямками векторів 
[image: image883.wmf]від
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 та 
[image: image884.wmf]пер
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 дорівнює α, тоді модуль абсолютної швидкості обчислюється за теоремою косинусів:
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3. Теорема про додавання прискорень

Теорема Коріоліса. Абсолютне прискорення точки в складному русі дорівнює геометричній сумі трьох прискорень: відносного, яке характеризує зміну відносної швидкості точки у відносному русі; переносного, яке характеризує зміну переносної швидкості точки в переносному русі, і прискорення Коріоліса, яке характеризує зміну відносної швидкості точки в переносному русі й переносної швидкості точки у відносному русі.
Доведення. Точка М здійснює складний рух (рис. 3). Знайдемо співвідношення між абсолютним 
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а

, відносним 
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 і переносним 
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 прискореннями.

Для визначення 
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 будемо розглядати приріст вектора 
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 на абсолютному елементарному переміщенні 
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 (позначимо через d), для визначення 
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 – приріст вектора 
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 на відносному елементарному переміщенні 
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 (позначимо d1), для визначення 
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 – приріст вектора 
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 на переносному елементарному переміщенні 
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 (позначимо d2), тобто:
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Оскільки у складному русі
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Беручи до уваги те, що абсолютне елементарне переміщення 
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 дорівнює геометричній сумі відносного 
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елементарних переміщень, маємо:
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. Для визначення 
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 враховуємо, що переносний рух складається в загальному випадку із поступального переміщення разом з деякою точкою О і повороту навколо цієї точки. Позначивши кутову швидкість через 
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Тоді знаходимо:
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Аналогічно запишемо:
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де 
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Оскільки 
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 має різні значення для точок М і М', тобто він змінюється у відносному русі, то, скориставшись залежністю 
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Тоді:
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Введемо позначення:
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Величина 
[image: image930.wmf]кор
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 називається поворотним або коріолісовим прискоренням точки і характеризує зміну вектора відносної швидкості 
[image: image931.wmf]від
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 у переносному русі й вектора переносної швидкості 
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 у відносному русі.

Остаточно запишемо:
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Ця формула і виражає теорему Коріоліса. Для визначення прискорення Коріоліса використовують формулу:
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тобто воно дорівнює подвоєному векторному добутку кутової швидкості переносного руху на відносну швидкість точки. 

Якщо кут між векторами 
[image: image935.wmf]від
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 і 
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 позначимо через α, то величина прискорення Коріоліса визначиться за формулою:

акор=2|ωпер νвід| sinα.
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а)                                             б)

Рис. 4

Вектор 
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 напрямлений перпендикулярно площині, яка проходить через вектори 
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 і 
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 у той бік, звідки найкоротше суміщення 
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 з 
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 проходить проти ходу годинникової стрілки (рис. 4, а).

Якщо спроектувати вектор 
[image: image943.wmf]від
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 на площину S, перпендикулярну 
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, то, повернувши проекцію 
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 на 90° у бік переносного обертання, також дістанемо напрямок прискорення Коріоліса (рис. 4, а). Якщо відносний рух відбувається в одній площині, то кут α=90° (рис. 4, б), і прискорення Коріоліса визначиться за формулою: акор=2|ωпер·vвід|, а напрямок, повернувши вектор відносної швидкості 
[image: image946.wmf]від

v

 на кут 90° у бік переносного обертання.

Із формули визначення прискорення Коріоліса виходить, що воно дорівнює нулю в таких випадках:

1) коли ωпер.=0, тобто у випадку поступального переносного руху або в моменти, коли кутова швидкість непоступального переносного руху перетворюється на 0;

2) коли vвід=0, тобто у випадку відносного спокою точки або в моменти, коли її відносна швидкість перетворюється на 0;

3) коли 
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, тобто у випадку, коли вектор відносної швидкості 
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 точки в даний момент паралельний осі Оz переносного обертання.

Запитання для самоконтролю

1.  Який рух точки називається складним?

2.  Дати означення відносного, переносного та абсолютного рухів. Навести приклад.

3.  Сформулювати та довести теорему про додавання швидкостей у складному русі.

4.  Сформулювати та довести теорему Коріоліса.

5.  Що характеризує прискорення Коріоліса? Як воно визначається за величиною та напрямком?

6.  У яких випадках прискорення Коріоліса дорівнює нулю?

Лекція 15
Складний рух твердого тіла
План

1. Додавання поступальних рухів.

2. Додавання обертальних рухів навколо двох паралельних осей.

3. Додавання обертальних рухів навколо осей, які перетинаються.

1. Додавання поступальних рухів

Як було зазначено вище, складним називається такий рух твердого тіла, коли воно рухається відносно рухомих осей Oxyz (рис. 1), а останні здійснюють деякий рух відносно нерухомих осей О1х1у1z1.
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Рис. 1

Основними кінематичними характеристиками складного руху є його поступальні та кутові швидкості та прискорення. Ми зупинимось на визначенні тільки поступальних та кутових швидкостей.

Якщо відносний рух твердого тіла є поступальним зі швидкістю 
[image: image950.wmf]1
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, а переносний рух також поступальний зі швидкістю 
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, то, очевидно, згідно з теоремою про додавання швидкостей будемо мати: 
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, тобто абсолют-ний рух твердого тіла також буде поступальним.

Отже, при додаванні поступальних рухів зі швидкостями 
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 і 
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 результуючий рух тіла також буде поступальним зі швидкістю:
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2. Додавання обертальних рухів навколо двох паралельних осей

Нехай диск 1 обертається навколо осі О1а, закріпленої на кривошипі 2, який, у свою чергу обертається навколо осі О2в (рис. 2).
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Рис. 2

Розглянемо спочатку випадок, коли диск 1 і кривошип 2 обертаються в один бік із швидкостями відповідно ω1 і ω2. Зобразимо кутові швидкості у вигляді векторів 
[image: image957.wmf]1
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 і 
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, напрямлених уздовж осей О1а і О2в. Як бачимо, диск бере участь одночасно у двох обертаннях: навколо осі О1а з кутовою швидкістю ω1 (відносний рух) і разом з кривошипом 2 навколо осі О2в з кутовою швидкістю ω2 (перенос-ний рух).

Точка В дістає швидкість тільки від обертання відносно осі О1а, а отже, νВ=ω1АВ 
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AB

v

(

B

^

. Аналогічно νА=ω2АВ 
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 точок А і В паралельні одна одній і напрямлені в протилежні боки. Миттьовий центр швидкостей у даному випадку буде в точці С, через яку проходить  миттьова вісь Сс обертання диска.

Тоді:
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Підставивши значення швидкостей νВ і νА, перепишемо співвідношення: 
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Результуючим рухом є обертання навколо миттьової осі Сс. Визначимо модуль миттьової кутової швидкості ω.

Швидкість точки В за модулем, з одного боку:

νВ=ω1АВ,
а з іншого боку –
νВ=ωВС.
Звідси :


[image: image966.wmf].
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Підставивши замість відношення 
[image: image967.wmf]ВС
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 його значення, дістанемо остаточно:
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Отже, при додаванні двох напрямлених в один бік обертальних рухів навколо паралельних осей утворюється обертання навколо миттьової осі з абсолютною кутовою швидкістю, яка дорівнює сумі кутових швидкостей першого і другого обертань.

Положення миттьової осі Сс визначається із рівності:
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Рис. 3

Якщо диск і кривошип обертаються в різні боки (рис. 3), то швидкості 
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 і 
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 напрямлені в один бік. Миттьовий центр швидкостей лежить на продовженні відрізка АВ. Тоді для модуля швидкості точки В маємо:

νВ=ω1АВ=ω ВС.

Звідси:
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Підставивши замість останнього відношення його значення (див. вище), дістанемо остаточно:
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Отже, при додаванні двох напрямлених у протилежні боки обертальних рухів навколо паралельних осей також утворюється обертання навколо миттьової осі, але з абсолютною швидкістю, яка дорівнює різниці кутових швидкостей першого і другого обертань.

Якщо 
[image: image975.wmf]1
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, тобто диск і кривошип обертаються з однаковою кутовою швидкістю, але в протилежні боки, то в такому випадку говорять про пару обертань. Миттьовий центр швидкостей знаходиться в нескінченності, й усі точки диска в даний момент будуть мати однакові швидкості. Отже, коли 
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, рух диска буде поступальним.

3. Додавання обертальних рухів навколо осей, які перетинаються

Нехай тіло обертається навколо осі О1а, закріпленої на кривошипі 2, який обертається навколо осі О2в. Причому осі перетинаються в деякій точці С (рис. 4).
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Рис. 4

Отже, тіло 1 бере участь одночасно в двох обертаннях: навколо осі О1а з кутовою швидкістю 
[image: image980.wmf]1
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 (відносний рух) і разом з кривошипом 2 навколо осі О2в з кутовою швидкістю 
[image: image981.wmf]2
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 (переносний рух). Якщо вектори 
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 перенесемо в точку С перетину осей і знайдемо їх геометричну суму, то визначимо абсолютну швидкість тіла:
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Вектор 
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 напрямлений уздовж прямої Сс, яка проходить через точку С перетину осей обертання, і є не що інше, як миттьова вісь обертання тіла. 

Отже, при додаванні двох обертальних  рухів навколо осей, що перетинаються, абсолютна кутова швидкість тіла дорівнює геометричній сумі кутових швидкостей у відносному і переносному рухах.

Задача. Зубчатий механізм (рис. 5) складається з двох зубчатих коліс 1 і 2 радіусами відповідно r1 і r2 та водила ОО1, яке обертається з кутовою швидкістю ω. Колесо 1 нерухоме, а колесо 2 вільно насаджене на палець О1 водила. Необхідно визначити абсолютну кутову швидкість 
[image: image986.wmf]абс.
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 і кутову швидкість відносно водила 
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 колеса 2.
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Рис. 5

Розв'язання. Оскільки точка С колеса 2 є точкою зчеплення з нерухомим колесом 1, вона в даний момент часу нерухома. Отже, точка С – миттьовий центр швидкостей колеса 2.

Обертання водила будемо розглядати як переносний рух для колеса 2. Побудуємо перпендикулярно ОО1 вектори 
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 переносної, відносної і абсолютної кутових швидкостей зубчатого колеса 2 (див. рис. 5).

Скориставшись співвідношеннями, маємо:
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звідки:
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Запитання для самоконтролю

1.  Як  додаються два поступальні рухи?

2.  Як додати два обертальні рухи, напрямлені в один бік? Довести.

3.  Як додати два обертальні рухи, напрямлені в різні боки? Довести.

4.  Чому дорівнює абсолютна кутова швидкість тіла при додаванні двох обертальних рухів навколо осей, що перетинаються?
МОДУЛЬ 3. КІНЕМАТИКА МЕХАНІЗМІВ ТА МАШИН
Лекція 16
Структура та класифікація механізмів. Основні поняття та визначення
План

1. Основні поняття та визначення механізму.

2. Класифікація кінематичних пар.

3. Умовне зображення  ланок та кінематичних пар.

4. Кінематичний ланцюг, різновидності кінематичних ланцюгів.

1. Основні поняття та визначення механізму
Будь-який механізм складається з окремих деталей (тіл). У механізмах стаціонарного типу одні деталі нерухомі, інші рухаються якимось чином відносно них.

Кожна рухома деталь або група деталей, що утворюють одну жорстку рухому систему тіл, має назву рухомої ланки механізму.

Усі нерухомі деталі утворюють одну жорстку нерухому систему тіл, яка називається нерухомою ланкою, або стояком.

Таким чином, у будь-якому механізмі є одна або декілька рухомих ланок і лише одна нерухома.

З’єднання двох ланок, що дотикаються, яке допускає їх відносний рух, називається кінематичною парою.

Поверхні, лінії або точки ланки, по яких вона може дотикатись до інших ланок, утворюючи при цьому кінематичну пару, називаються елементами ланки.
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Зв’язана система ланок, що утворюють між собою кінематичні пари, називається кінематичним ланцюгом.

Обмеження, накладені на відносний рух кожної ланки, називаються умовами в’язі в кінематичних парах.

Кожне тверде тіло, що вільно рухається в просторі, має 6 ступенів вільності. Якщо забрати один рух, тобто накласти на тіло одну в’язь, то воно буде мати 5 ступенів вільності, наприклад, куля на площині (рис. 1).

Очевидно, що кількість умов в’язі може бути тільки цілим числом і меншим шести (при S=6 ланки не можуть рухатись) і такою, що дорівнює або більше одиниці (оскільки при S<1 дві ланки не будуть дотикатися і будуть рухатися в просторі незалежно одна від одної), тобто:
1≤S≤5.
Отже, кількість ступенів вільності визначається за формулою:
Н=6–S.
2. Класифікація кінематичних пар

Кінематичні пари класифікують за трьома ознаками:

1) характером відносного руху ланок;

2) формою елементів ланок;

3) кількістю ступенів вільності.

1. За характером відносного руху ланок кінематичні пари поділяють на:

а) плоскі;

б) просторові.
Плоскими парами називають такі, в яких точки ланок, що утворюють кінематичну пару, описують траєкторії, які лежать в одній або паралельних площинах.

Просторовими парами називають такі, в яких точки ланок, що утворюють кінематичну пару, описують неплоскі траєкторії або траєкторії, які лежать у перетинних площинах.

2. За формою елементів ланок кінематичні пари поділяються на:

а) вищі;

б) нижчі.

Вищою кінематичною парою називається така, дотикання ланок якої відбувається по лінії або в точці. Іншими словами, елементом якої є лінія або точка (наприклад, кулачкова та зубчата пари).

Нижчою кінематичною парою називається така, дотикання ланок якої відбувається по поверхні. До неї належать поступальна і обертальна пари. 

Перевагою нижчих пар є їх відносно мале спрацювання, а недоліком – більша, ніж у вищих парах, втрата енергії на тертя в рівних умовах.
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3. За кількістю ступенів вільності кінематичні пари поділяються на 5 класів у просторовому русі. Причому клас пари визначається кількістю умов в’язі, накладних на відносний рух ланок.

Розглянемо обертальну кінематичну пару (рис. 2). Таке з’єднання ланок допускає один рух – обертання ланки 2 відносно ланки 1, а отже, накладено 5 умов в’язі. Тому ця кінематична пара п’ятого класу. Куля на площині – це кінематична пара першого класу (рис.1).

3. Умовне зображення ланок та кінематичних пар
Спочатку розглянемо, як умовно зображаються ланки механізмів на кінематичних схемах (таблиця 1).
Таблиця 1
Умовне зображення ланок
	Умовне зображення
	Ланки
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	стержень, ланка простої конфігурації
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	складана ланка
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	повзун
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	стояк
	

	
[image: image999.png]



	зубчате колесо
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	кулачок
	


Кінематичні пари на схемах позначаються літерами латинського алфавіту, а ланки, що їх утворюють, цифрами. Умовне зображення пар подано в таблиці 2.

Таблиця 2
Умовне зображення кінематичних пар
	Умовне зображення
	Кінематичні пари

	1
	2

	Нижчі:
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	обертальна
ланки можуть вільно переміщатись у площині лише в сукупності при будь-якому відносному положенні
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	обертальна

ланка 1 закріплена нерухомо, що обумовлює можливість обертального руху іншої ланки 2 в спільній площині
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	поступальна
обидві ланки вільно рухаються в площині при довільному відносному положенні
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	поступальна
ланка 1 закріплена нерухомо, що дозволяє ланці 2 здійснювати поступальний рух відносно неї


Продовж. табл. 2

	1
	2

	Вищі:
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	ланки 1 і 2 вільно рухаються в площині при будь-якому відносному положенні
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	ланка 2 закріплена нерухомо, а ланка 1 обертається навколо неї


4. Кінематичний ланцюг, різновиди кінематичних ланцюгів

Кінематичним ланцюгом називається зв’язана система ланок, які утворюють між собою кінематичні пари.

Кінематичні ланцюги поділяють на(
1) прості; 

2) складні.
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Простим називається такий кінематичний ланцюг, кожна ланка якого входить не більше, ніж у дві кінематичні пари (рис. 3).

Складним називається кінематичний ланцюг, в якому є хоча б одна ланка, що входить більше, ніж у дві кінематичні пари (рис. 4).

Прості й складні кінематичні ланцюги, у свою чергу, поділяються на закриті й відкриті. 
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Закритим називається кінематичний ланцюг, кожна ланка якого входить принаймні у дві кінематичні пари (рис. 5).

Відкритим називається кінематичний ланцюг, в якому є ланки, що входять тільки в одну кінематичну пару (рис. 3, 4).
Тепер можемо дати ще одне означення механізму.

Механізмом називається такий кінематичний ланцюг, в якому при заданому русі однієї або декількох ланок решта здійснює однозначно визначальні рухи.

Ланки, які рухаються за заданим законом, називаються ведучими. Решта рухомих ланок у механізмі – ведені.

Щоб вивчити рух механізму, недостатньо знати його структуру, тобто кількість ланок, кількість і класи кінематичних пар. Необхідно також знати розміри окремих ланок, які впливають на рух, взаємне їх положення тощо. Тому при вивченні руху ланок механізму складають його кінематичну схему, яка є його кінематичною моделлю.

Кінематична схема механізму будується в обраному масштабі з точним дотриманням усіх розмірів і форм, від яких залежить рух.

Запитання для самоконтролю

1. Дати означення рухомої ланки, стояка, кінематичної пари, елементів ланок, кінематичного ланцюга, умов в’язі.

2. За якими ознаками класифікуються кінематичні пари?

3..Дати означення плоскої та просторової, вищої та нижчої кінематичних пар.

4. Як визначається клас кінематичної пари?

5..Як умовно зображаються ланки та кінематичні пари на кінематичних схемах механізмів?
6..Що називається кінематичним ланцюгом? Які є їх різновиди?

7..Дати означення простого і складного, відкритого і закритого кінематичних ланцюгів.
8. Що називається механізмом, ведучою та веденими ланками?
Лекція 17
Ступінь рухомості кінематичного ланцюга. 
Основні різновиди механізмів
План

1..Визначення ступеня рухомості кінематичного ланцюга загального вигляду та плоского механізму.

2. Поняття про пасивні в(язі та зайві ступені вільності.

3. Огляд основних різновидів механізмів.

1..Визначення ступеня рухомості кінематичного ланцюга загального вигляду та плоского механізму

Кількість ступенів вільності кінематичного ланцюга відносно ланки, обраної за нерухому, називається кількість ступенів рухомості, або просто ступенем рухомості кінематичного ланцюга.

Ступінь рухомості кінематичного ланцюга загального вигляду (просторового механізму) визначається за формулою(
W=6n–5p5–4p4–3p3–2p2–p1,

де n – кількість рухомих ланок кінематичного ланцюга; p5, p4, p3, p2, p1 – кількість кінематичних пар, відповідно, п’ятого, четвертого, третього, другого і першого класів.

Ця формула має назву формули Сомова-Малишева (за прізвищами вчених, що її довели: в 1887р. – П. І. Сомов, у 1923 р. – О. П. Малишев) або формули рухомості, структурної формули кінематичного ланцюга загального вигляду.

Для плоских механізмів структурна формула має вигляд(
W=(6–3)n–(5–3)p5–(4–3)p4–(3–3)p3,
оскільки в площині на рух усіх ланок накладено 3 спільні обмеження.

Таким чином, ступінь рухомості плоского механізму визначається за формулою(
W=3n–2p5–p4.

Ця формула вперше була виведена П. Л. Чебишовим у 1869 р. і тому має назву формули Чебишова.

Ступінь рухомості механізму визначається кількістю ведучих ланок, закони руху яких задані.

Розглянемо приклад. Необхідно визначити ступінь рухомості механізму, зображеного на рис. 1.
У цьому механізмі кількість рухомих ланок дорівнює 5 (n=5), а кількість кінематичних пар п’ятого класу дорівнює 7 (p5=7), пар четвертого класу немає, тоді:
W=3n–2p5–p4=3·5–2·7–0=1.
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Рис. 1
Отже, достатньо одній ланці задати рух, щоб рухи решти ланок були однозначно визначальними.

2. Поняття про пасивні в(язі та зайві ступені вільності

Слід відзначити, що, крім тих в’язей, які активно впливають на  характер руху ланок у механізмі, в них можуть бути такі ступені вільності й в(язі, які ніяк не впливають на характер руху механізму в цілому. Такі ступені вільності називаються зайвими, а в(язі – пасивними або надлишковими.

Нехай маємо механізм, зображений на рис. 2.
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Рис. 2
Підрахуємо його ступінь рухомості. Оскільки n=4, p5=6, p4=0, то:
W=3n–2p5–p4=3·4–2·6=0.
Це, звичайно, неправильно. Рухомість цього кінематичного ланцюга дорівнює одиниці. Очевидно, отриманий результат (W=0) справедливий лише для системи з ланкою СD, яка не паралельна і не дорівнює двом іншим ланкам АВ і О1О2.

Таким чином проміжна ланка СD не накладає ніяких додаткових в’язей на дану систему. Тому такі в(язі й називаються пасивними. Їх поява в механізмі обумовлена найчастіше міркуваннями конструктивного характеру. Щоб уникнути помилок, їх необхідно виявляти і вилучати із розрахунків.

Виявити пасивні в(язі в механізмі можна найпростіше у процесі вивчення їх кінематики, наприклад, при визначенні переміщень і швидкостей ведених ланок. Якщо їх можна визначити без участі однієї або декількох ланок, то останні вносять пасивні в(язі в механізм.

4. Огляд основних різновидів механізмів

Шарнірно-важільним (важільним) називається механізм, ланки якого утворюють тільки обертальні й поступальні кінематичні пари (рис. 3).
Ланка шарнірно-важільного механізму, яка може здійснювати повний оберт навколо нерухомої осі, називається кривошипом (ланка 1).

Ланка шарнірно-важільного механізму, яка не утворює кінематичної пари зі стояком, називається шатуном (ланка 4).

Ланка важільного механізму, яка утворює поступальну пару зі стояком, називається повзуном (ланка 5).
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Рис. 3
Ланка важільного механізму, яка обертається навколо нерухомої осі й утворює з іншою рухомою ланкою поступальну пару, називається кулісою (ланка 3).

Важільний механізм, до складу якого входить куліса, називається кулісним (рис. 3). 
Шарнірно-важільний механізм, ланки якого утворюють тільки обертальні пари, називають шарнірним механізмом (рис. 4).
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Рис. 4
Ланка шарнірно-важільного механізму, яка може здійснювати тільки неповний оберт навколо нерухомої осі, називається коромислом (ланки 4, 5).

Шарнірний механізм, до складу якого входять три рухомі ланки, називається шарнірним чотириланковиком (рис. 5).
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Рис. 5
Шарнірно-важільний чотириланковий механізм, до складу якого входить кривошип і повзун, називають кривошипно-повзунковим або кривошипно-шатунним (рис. 6).
[image: image1013.png]



Рис. 6
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Кулачковим називають механізм, до складу якого входить кулачок, тобто така ланка, елемент якої має змінну кривизну (рис. 7).

Ланка 1, яка утворює з кулачком кінематичну пару, називається штовхачем.

Зубчатим називається механізм, до складу якого входять зубчаті колеса.

Фрикційним називається механізм, в якому для передачі руху використовують силу тертя. 

Розрізняють механізми з гнучкими ланками, які залежно від вигляду гнучкої ланки називаються пасовою, ланцюговою або канатною передачами.

Комбінованим називається механізм, що складається з двох або більше механізмів різних видів (так, якщо в механізмі є кулачок і зубчате колесо, то він називається кулачково-зубчатим).

Усі перелічені вище механізми будуть розглядатися в процесі подальшого викладення матеріалу.

Запитання для самоконтролю

1..Як визначається ступінь рухомості просторового кінематичного ланцюга, плоского механізму?

2..Які в’язі називаються пасивними? Чим обумовлена їх поява в механізмі? Як їх виявити?

3..Який механізм називається шарнірно-важільним (важільним), кулісним, шарнірним?

4..Дати означення кривошипа, шатуна, повзуна, куліси, коромисла.

5..Які механізми належать до найпростіших важільних? Дати їм означення.

6..Дати означення кулачкових, фрикційних, зубчатих, комбінованих механізмів, а також механізмів з гнучкими ланками.

Лекція 18
Групи Ассура. Основний принцип утворення механізмів
План

1. Заміна вищих кінематичних пар у плоскому механізмі нижчими.

2. Групи Ассура та їх класифікація.

3. Основний принцип утворення механізмів.

4. Приклад структурного аналізу механізму.
1. Заміна вищих кінематичних пар у плоскому механізмі нижчими
У процесі вивчення структури і кінематики плоских механізмів часто зручно заміняти вищі кінематичні пари на нижчі. При цьому повинні виконуватись дві умови(
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Рис. 1

1) щоб механізм, який дістали після заміни, мав такий самий ступінь рухомості, як і до заміни;

2) щоб збереглись відносні рухи всіх ланок у цьому положенні.

Розглянемо механізм, зображений на рис. 1.
Він складається з двох рухомих ланок 2 та 3, які входять в обертальні кінематичні пари п’ятого класу А та В зі стояком 1 і вищої кінематичної пари С четвертого класу, елементи ланок якої є колами радіусів.

За формулою Чебишова ступінь рухомості такого механізму дорівнює(
W=3n–2p5–p4=3·2–2·2–1=1.
Замінимо цей механізм еквівалентним йому АО2О3В. Вища пара заміняється ланкою 4, яка утворює в точках О2 і О3 обертальні пари п’ятого класу. Отриманий у результаті заміни механізм АО2О3В називають замінним механізмом.

Ступінь рухомості замінного механізму буде таким самим, що і вихідного(
W=3n–2p5–p4=3·3–2·4–0=1.
2. Групи Ассура та їх класифікація
Групою Ассура називається кінематичний ланцюг, який після приєднання його до стояка має нульовий ступінь рухомості.

Якщо таку групу приєднати до рухомих ланок механізму, то ланки групи також набувають рухомості відносно одна одної, не змінюючи при цьому ступеня рухомості механізму в цілому. Із означення виходить(
W=3n–2p5=0.
Якщо в механізмі є вищі пари, то попередньо заміняємо їх на нижчі. 

Звідси: 3n-2p5=0 або 
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Отже, групи Ассура можуть мати тільки парну кількість ланок, а кількість кінематичних пар повинна бути кратною 3, тобто:

n=2, p5=3; n=4, p5=6; n=6, p5=9; … .
Групи Ассура поділяються на класи, а кожен клас – на порядки.

За акад. І. І. Артоболевським, клас групи визначається кількістю кінематичних пар у замкнутому контурі, який належить до складу групи Ассура (рис. 2).
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Рис. 2

Порядок визначається кількістю зовнішніх кінематичних пар або кількістю вільних елементів групи Ассура (рис. 3).

[image: image1017.png]




II пор
IІI пор
IV пор.

Рис. 3

Клас і порядок механізму в цілому визначається найвищим класом і найбільшим порядком групи найвищого класу.

3. Основний принцип утворення механізмів
Основний принцип утворення механізмів був уперше сформульований у 1914 р. російським вченим Л. В. Ассуром. Він запропонував метод утворення механізмів шляхом послідовного приєднання кінематичних ланцюгів, наділених певними структурними властивостями.

Цей метод легко можна простежити на конкретному прикладі. Нехай маємо механізм, зображений на рис. 4.
До складу цього механізму належить п’ять рухомих ланок, які утворюють сім кінематичних пар п’ятого класу. Тому за формулою Чебишова ступінь рухомості механізму дорівнює(
W=3n–2p5–p4=3·5–2·7–0=1.
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Рис. 4

Процес утворення цього механізму можна подати як послідовне приєднання до ведучої ланки 1 і стояка 2, які утворюють ведучу групу, групи Ассура АВD, що складається із ланок 2 та 3. Тоді дістанемо чотириланковий механізм ОАВD, який має один ступінь рухомості. Далі приєднаємо групу Ассура CEF, яка складається із ланок 4 та 5, і дістанемо шестиланковий механізм, що має також ступінь рухомості одиницю.

Тепер неважко встановити певну закономірність процесу утворення механізму.

Будь-який механізм має одну нерухому ланку (стояк). Механізм повинен мати кількість ведучих ланок, яка б відповідала кількості ступенів рухомості. У даному випадку одна ведуча ланка, оскільки ступінь рухомості механізму дорівнює 1. 

Через те, що після приєднання ведених ланок 2, 3, 4 і 5 ступінь рухомості всього механізму залишається рівним 1, то кінематичний ланцюг, до складу якого входять ланки 2, 3, 4 і 5, приєднаний до ведучої групи, має нульовий ступінь рухомості відносно тих ланок, до яких він приєднаний.

Ведуча ланка зі стояком утворюють ведучу групу І класу.

Формула, що характеризує послідовність приєднання груп Ассура до ведучої групи, називається формулою будови механізму.
Для даного механізму вона має вигляд(
ІкІп ( ІІкІІп(2,3) ( ІІкІІп (4, 5).
Завершивши вивчення теми “Структура та класифікація механізмів і машин”, зробимо висновок: структурний аналіз механізму передбачає визначення кількості ланок, кількості й класу кінематичних пар, які утворюють цей механізм, обчислення ступеня рухомості, розділення його на групи Ассура, а також встановлення класу і порядку груп Ассура та механізму в цілому.

4. Приклад структурного аналізу механізму
1. Зображений на рис. 5 механізм плоский, шарнірно-важільний.

2. Масштаб побудови обчислюється за формулою: 
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Рис. 5

3. Таблиця кінематичних пар:
	Позначення пари
	0
	А
	В
	С
	D
	E
	F

	Ланки, що її утворюють
	1,6
	1,2
	2,3
	3,6
	2,4
	4,5
	5,6

	Клас
	5


4. Ступінь рухомості механізму:

W=3n–2p5–p4=3·5–2·7–0=1.
Отже, цей механізм має одну ведучу ланку, тобто одній ланці слід задати рух, щоб решта виконувала однозначно визначальні рухи.
5. Розділення механізму на групи Ассура:
ведуча група                                                  групи   Ассура
[image: image1021.png]14 3 4

Hx In

é
Icln ST | e





6. У цілому механізм ІІ класу ІІ порядку.
7. Формула будови механізму:

ІкІп(ІІкІІп(2, 3)(ІІкІІп(4, 5).
Запитання для самоконтролю

1.
 Які умови повинні виконуватися при заміні вищої пари нижчими?

2.
 Що називається групою Ассура? Скільки ланок та кінематичних пар утворюють групу Ассура?
3.
 Як класифікуються групи Ассура?

4.
 Сформулювати принцип утворення механізмів.
5.
 У чому полягає структурний аналіз механізмів?
Лекція 19
Кінематичний аналіз шарнірно-важільних механізмів. Побудова плану швидкостей
План
1..Завдання та методи кінематичного дослідження механізмів.

2..Побудова положень і траєкторій окремих точок ланок механізму.

3..Кінематичний аналіз механізмів методом планів швидкостей і прискорень. Побудова плану швидкостей.

1..Завдання та методи кінематичного дослідження механізмів

Кінематичний аналіз механізмів полягає у вивченні рухів ланок механізмів за заданим рухом ведучих ланок без урахування сил, що діють на них.

Основні завдання(
1.
 Визначення положень ланок, включаючи і визначення траєкторій окремих точок ланок механізму.

2.
 Визначення швидкостей та прискорень точок та кутових швидкостей і прискорень ланок механізму.

Вихідними даними для кінематичного дослідження є закон руху ведучої ланки (ланок) і кінематична схема механізму.

Існують такі методи кінематичного аналізу(
1) графічно-аналітичний:

а) метод планів швидкостей і прискорень(
б) метод побудови кінематичних діаграм (графічного диференціювання);

2) аналітичний;

3) експериментальний.

2..Побудова положень і траєкторій окремих точок ланок механізму

Крива, по якій переміщається точка ланки під час роботи механізму, називається траєкторією цієї точки.

Існують такі методи побудови траєкторій(
а) засічок(
б) шаблонів(
в) моделей.

Розглянемо метод засічок на прикладі кривошипно–повзункового механізму (рис.1).

[image: image1022.png]



Рис. 1
Перш ніж знаходити траєкторії окремих точок, необхідно побудувати механізм у масштабі. Вихідні дані( кінематична схема і розміри ланок. 

Цей механізм ІІ класу ІІ порядку.

Положення ланок механізму креслимо в наступній послідовності. Спочатку наносяться всі нерухомі елементи (центри нерухомих шарнірів і осі напрямних поступальних пар), потім креслиться ведуча ланка, після чого перша група Ассура (причому спочатку визначаються положення зовнішніх точок, а потім – внутрішньої), потім друга, третя і всі інші групи. Якщо дві групи Ассура приєднані паралельно, то першою можна креслити будь-яку з них.

Побудуємо цю кінематичну схему в масштабі 
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Для цього в довільному місці помічаємо точку О, вправо від неї проводимо горизонтальну пряму – вісь напрямної поступальної пари (геометричне місце точок В). Таким чином, усі нерухомі елементи нанесені.

Потім креслимо кривошип. Він обертається і в різні моменти часу займає різні положення. Перше положення кривошипа обирають довільно. Відкладемо від точки О вертикально вгору довжину кривошипа ОА (в масштабі). Зовнішні пари вже нанесені: А – кінець кривошипа, С – нерухома точка, що лежить на осі х-х. Положення точки В знаходимо засічкою. Для цього розміром АВ із точки А, як із центра, на прямій х-х робимо засічку. З’єднавши відрізком прямої точки А і В, дістанемо перше положення групи Ассура. Щоб побудувати друге положення механізму, повернемо кривошип на 30( і знайдемо положення всіх  зазначених вище точок.

Потім побудуємо траєкторію точки D. Для цього із точки А як із центра в кожному положенні механізму роблять засічки розміром АD і сполучають отримані точки плавною кривою.

3. Кінематичний аналіз механізму методом планів швидкостей і прискорень. Побудова плану швидкостей
Планом швидкостей (прискорень) ланки називається графічна побудова у вигляді плоского пучка, промені якого зображають абсолютні швидкості (прискорення) точок ланки плоского механізму, а відрізки, що сполучають кінці променів, – відносні швидкості (прискорення) відповідних точок у даному положенні ланки. 

Планом швидкостей (прискорень) механізму називається сукупність планів швидкостей (прискорень) ланок механізму з одним спільним полюсом. 

Розглянемо цей метод на прикладі групи Ассура ІІ класу (рис. 2, а).

Вихідні дані( вектори швидкостей точок В і D кінцевих елементів групи (відкритих кінематичних пар) та кінематична схема групи. Необхідно визначити вектор швидкості 
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 точки С.

Рух точки С може бути розкладений на переносно-поступальний зі швидкістю точки В або точки D і відносно-обертальний відповідно відносно точки В або точки D.
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Рис. 2
Тоді векторні рівняння для точки С будуть мати вигляд(
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Прирівняємо праві частини рівнянь:
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У рівнянні (3) відомі за величиною і напрямком вектори швидкостей 
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 і 
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. Вектори ж швидкостей 
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 відомі тільки за напрямком: вектор обертальної швидкості 
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 точки С відносно точки В напрямлений перпендикулярно до ланки ВС, а вектор 
[image: image1036.wmf]CD

v

 швидкості точки С відносно точки D напрямлений перпендикулярно до сторони СD ланки 3.
Таким чином, у рівнянні (3) невідомі тільки величини векторів швидкостей 
[image: image1037.wmf]CB
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, які можуть бути визначені побудовою плану швидкостей (рис. 2, б).

Для цього обираємо за полюс плану швидкостей довільну точку р і відкладаємо від неї відрізок рb, який зображає швидкість точки В в обраному масштабі( 
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При виборі величини масштабу μv керуються зручністю обчислень і побудови векторів швидкостей.
Відклавши відрізок рb, проведемо через точку b пряму, перпендикулярно до ланки ВС (напрямок обертальної швидкості 
[image: image1040.wmf]СB
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).

Далі з полюса р проведемо відрізок pd, який відповідає швидкості 
[image: image1041.wmf]D
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 в обраному масштабі, і через кінець цього вектора d проведемо напрямок вектора відносної швидкості 
[image: image1042.wmf]CD
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 перпендикулярно до ланки СD.

Швидкість точки С визначається відрізком, що сполучає полюс р з отриманою точкою с.

Її дійсне значення:

vC=(pc) μv.

Відрізки bc і dc виражають відносні швидкості 
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 у тому ж масштабі:

vCВ=(cb) μv,

vCD=(cd) μv.
Напрямок векторів проставляємо відповідно до рівняння (3).

Трикутники рвс і pdc називають планами швидкостей ланок, а фігура pbcd називається планом швидкостей групи ВСD. Точка p – полюс плану швидкостей.

Користуючись планом швидкостей, можна визначити кутові швидкості ω1 і ω2 ланок 2 і 3.

Величини цих швидкостей визначаються за формулами(
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де 
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CD – дійсні довжини ланок ВC і СD.

Підставляючи в рівняння величини швидкостей 
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, дістанемо:
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Напрямок кутових швидкостей ω2 та ω3 можуть бути визначені таким чином. Подумки прикладаємо відрізки bc і dc, що зображають вектори 
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, до точки С кінематичної схеми і бачимо, що обертання ланки 2 відбувається в напрямку ходу годинникової стрілки, а обертання ланки 3 – в напрямку, зворотному ходу годинникової стрілки.

Для визначення швидкості будь-якої точки F, яка лежить на осі ланки ВС, маємо векторне рівняння(
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Згідно з цим рівнянням із точки b плану швидкостей проводимо напрямок вектора 
[image: image1054.wmf]FB
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 відносної швидкості точки F навколо точки В. Оскільки відносні швидкості будь-яких точок, що лежать на осі ВС ланки 2, перпендикулярні до осі ВС, то напрямок 
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 збігається з напрямком 
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, тобто напрямок відрізка плану швидкостей bf збігаються з напрямком з відрізка bc.

Величину швидкості 
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 визначаємо із рівнянь:
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Розділивши почленно першу рівність на другу, дістанемо:
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Із рівняння випливає, що швидкості точок F та C відносно точки В прямо пропорційні відстаням цих точок до точки В.
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звідки:
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Таким чином, щоб визначити відрізок плану швидкостей, який зображає відносну швидкість 
[image: image1063.wmf]FB
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, необхідно відрізок bc, який зображений на плані швидкостей відносну швидкість 
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, поділити у тому ж співвідношенні, в якому точка F ділить ланку 2 на схемі групи. Відклавши отриманий відрізок на плані швидкостей і сполучивши точку f з полюсом р, дістанемо швидкість 
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:

vF=(pf)·μv.

Для визначення швидкості якої-небудь довільної точки Е ланки 3, складемо такі векторні рівняння(
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Із рівностей дістанемо:
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Вектори 
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 у рівнянні (6) відомі за величиною і напрямком, а вектори 
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v

 відомі тільки за напрямком. Вони перпендикулярні до відрізків DЕ і ЕС. Із точки d плану швидкостей проводимо пряму, перпендикулярну до DЕ, а через точку с – перпендикулярну стороні ЕС. Точка перетину е і визначить кінець вектора швидкості 
[image: image1074.wmf]E
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:
vЕ=(pе)·μv.

Розглядаючи трикутник cdе плану швидкостей і трикутник CDЕ на ланці можна бачити, що відрізки се, еd та dc, відповідно, перпендикулярні до відрізків CE, DЕ та DC, тобто: 
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Таким чином, трикутник сdе на плані швидкостей подібний трикутнику СDЕ групи Ассура на кінематичній схемі й повернутий відносно нього на кут 90(. Ця властивість подібності дозволяє визначати швидкості будь-яких точок ланок механізму графічно, побудовою подібних фігур.

Запитання для самоконтролю

1.
У чому полягає кінематичний аналіз механізмів? Які завдання він виконує?

2.
Які вихідні дані необхідні для кінематичного дослідження механізму і які його методи?

3.
Які є методи побудови положень ланок та траєкторій їх точок? Сутність методу засічок.
4.
Дати означення плану швидкостей (прискорень) ланки та механізму.

5.
Які вихідні дані мають бути при побудові плану швидкостей групи Ассура ІІ класу?
6.
Як визначається швидкість точки ланки механізму, яка здійснює плоскопаралельний рух?

7.
Як визначається величина та напрямок швидкості точки ланки, що здійснює обертальний рух?

8.
Як визначаються кутові швидкості обертання ланок механізму (величина та напрямок)?

9.
Як визначаються дійсні швидкості точок ланок механізму із плану швидкостей?

10.
Визначення швидкості точки ланки, яка лежить на її осі.
11.
Визначення швидкості точки ланки, яка не лежить на її осі.
12.
Послідовність побудови плану швидкостей.

Лекція 20
Кінематичний аналіз шарнірно-важільних механізмів. Побудова плану прискорень
План

1. Побудова плану прискорень.

2..Приклад кінематичного аналізу плоского механізму методом планів.
1. Побудова плану прискорень 

Аналогічно побудові плану швидкостей будується план прискорень.

Нехай маємо двоповодкову групу ВСD (рис. 1, а).
Вихідними даними для неї є вектори прискорень у точках В та D (у відкритих кінематичних парах) 
[image: image1078.wmf]В
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 та 
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 і довжини ланок 2 та 3. Необхідно визначити прискорення точки С.
Рух точки С розглядаємо як складний, який складається із переносно-поступального зі швидкістю та прискоренням точки В або D і відносно-обертального навколо цих точок.

Запишемо векторні рівняння(
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 – тангенціальні (дотичні) прискорення в тому ж русі.

Розв’язуючи рівняння, маємо:
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У рівнянні (3) відомі за величиною і напрямком прискорення точок В та D, тобто 
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 визначаються за формулами:
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Рис. 1
Швидкості 
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 можуть бути визначені із плану швидкостей. Тоді:
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Вектор прискорення 
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 напрямлений із точки С у точку В паралельно ланці ВС (див. рис. 1, а), а вектор прискорення 
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 – від точки С у точку D паралельно ланці СD. 
Таким чином, нормальні прискорення відомі за величиною і напрямком. Вектори 
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 відомі тільки за напрямком: вони напрямлені перпендикулярно до ланок відповідно ВС і CD. Величини їх можна визначити графічно, шляхом побудови плану прискорень.

Обираємо за полюс точку π і відкладаємо відрізки πb та πd у масштабі μа, що зображають вектори прискорень 
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 (рис. 1, б). Так само, як і для плану швидкостей, при виборі масштабу μа плану прискорень керуються зручністю обчислень і графічних побудов:
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Далі визначаємо 
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 і відкладаємо, відповідно, із точок b та d відрізки bn2 та dn3:
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паралельно ланкам 2 і 3, а із точок n2 та n3 проводимо прямі, перпендикулярні до ланок ВС і CD (напрямки тангенціальних складових прискорень). Точка перетину і дасть кінець шуканого вектора 
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Маючи план прискорень, можна визначити кутові прискорення ε2 та ε3 ланок 2 та 3. Їх модулі дорівнюють:
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де 
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CD – довжини ланок, відповідно, 2 та 3 у метрах.

Напрямки кутових прискорень визначаються таким чином. Подумки переносимо вектори 
[image: image1113.wmf]t
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 та 
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, що зображаються відрізками n2с та n3c, із плану прискорень у точку С і бачимо, що напрямок ε2 збігається з напрямком ходу годинникової стрілки, а напрямок ε2 протилежний ходу годинникової стрілки.

Методи пропорційних відрізків та подібних фігур справедливі й при побудові плану прискорень.

2. Приклад кінематичного аналізу плоского механізму методом планів

Виконати кінематичне дослідження механізму, зображеного на рис. 2, а, методом планів швидкостей і прискорень. 

Вихідні дані: закон руху ведучої ланки у вигляді ω=const і кінематична схема механізму, побудована в масштабі μl.

Спочатку виконаємо структурний аналіз механізму. Цей шарнірно-важільний механізм ІІ класу ІІ порядку складається із двох груп Ассура ABD та CEF та однієї ведучої групи, до складу якої входить стояк та кривошип 1.

План швидкостей

Розпочинається кінематичний аналіз із ведучої групи. Оскільки кутова швидкість обертання ведучої ланки відома, то: 

vA=ω 
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Вектор 
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 напрямлений перпендикулярно кривошипу в бік його обертання. 
Розглянемо групу Ассура ABD. Відомі швидкості точок A та D: 
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Розв’яжемо цю рівність графічно, тобто побудовою плану швидкостей. Для цього обираємо за полюс точку р (рис. 2, б), з якої відкладаємо відрізок pa довільної довжини, що зображає вектор швидкості 
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. Масштаб побудови обчислюємо за формулою:
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Рис. 2

Через точку а та з полюса (точку d) проводимо прямі, перпендикулярні ланці АВ та стороні BD ланки 3 до їх перетину. Точка перетину b визначить кінець вектора абсолютної швидкості точки В.

Користуючись методом подібних фігур, визначаємо швидкість 
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 точки С.
Розглянемо наступну групу Ассура CEF. Швидкість точки С щойно визначили, а швидкість точки F як такої, що належить стояку, дорівнює 0. Тоді:
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Розв’язуючи цю систему рівнянь, маємо:
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Розв’яжемо останнє рівняння графічно. Із цією метою з точки с плану швидкостей проведемо пряму, перпендикулярну ланці СЕ (напрямок швидкості 
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), а із полюса (точки f) – горизонтальну пряму (напрямок швидкості 
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) до їх перетину. Точка перетину е і визначає кінець вектора абсолютної швидкості 
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Дійсні значення швидкостей:
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Визначимо кутові швидкості обертання ланок 2, 3 та 4:


[image: image1135.wmf]AB

v

A

В

ВA

2

μ

(ba)

v

ω

l

l

×

=

=

; 
[image: image1136.wmf]BD

v

BD

BD

3

μ

(bd)

v

ω

l

l

×

=

=

; 
[image: image1137.wmf]CE

v

C

Е

EC

4

μ

(ec)

v

ω

l

l

×

=

=

.

Покажемо їх напрямки на кінематичній схемі механізму.

План прискорень

Спочатку визначимо прискорення кінця кривошипа – точки А:


[image: image1138.wmf].

м/с

  

,

ω

a

a

2

OA

2

п

А

A

l

=

=


Оскільки ω=const, то 
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 напрямлений уздовж кривошипа від точки А до центра обертання О.

Розглянемо групу Ассура ABD. Прискорення точки А відоме, а прискорення aD=0. Тоді:
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Звідси:
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Нормальне прискорення визначимо за формулами: 
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Розв’язуючи графічно зазначену вище рівність, оберемо за полюс точку π, з якої відкладено вектор 
[image: image1145.wmf]A
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 довільної довжини πа вздовж кривошипа ОА (рис. 2, в). Тоді масштаб побудови визначиться за формулою:
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З точки а та із полюса (точки d) відкладаємо відрізки 
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 паралельно, відповідно, ланці АВ та стороні BD ланки 3, а перпендикулярно до них проводимо прямі (напрямки векторів 
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) до їх перетину. Точка перетину b визначить кінець вектора абсолютного прискорення 
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Із методу подібності визначаємо прискорення 
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Розглядаючи наступну групу Ассура CEF, маємо 
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Тут:
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Прискорення Коріоліса: 
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Прискорення 
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 відомі за напрямками: перше перпендикулярне до ланки CE, а друге – паралельне напрямній поступальної пари. Отже, будуємо план прискорень для групи CEF. Із цією метою з точки с плану прискорень відкладаємо відрізок cn3 в напрямку нормального прискорення 
[image: image1161.wmf]п

EC

a

 (вздовж ланки СЕ). З отриманої точки проводимо пряму, перпендикулярну до ланки СЕ (напрямок 
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Кутові прискорення ланок визначимо за формулами:
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Покажемо їх напрямки на кінематичній схемі.
Запитання для самоконтролю

1.
 Послідовність побудови плану прискорень.

2.
 Які вихідні дані мають бути при побудові плану прискорень?

3.
 Як визначаються прискорення точок ланки в її плоскопаралельному русі?

4.
 Як визначаються прискорення точок кривошипа? У випадку, якщо він обертається рівномірно?

5.
 Як визначаються за величиною та напрямком нормальні складові відносно-обертальних прискорень?

6.
 Як визначаються кутові прискорення ланок механізму (величина та напрямок)?

7.
 Як визначити дійсні прискорення ланок механізму, маючи план прискорень?

Лекція 21
Кінематичний аналіз шарнірно-важільних механізмів аналітичним методом та методом кінематичних діаграм і їх синтез
План
1.
. Кінематичний аналіз механізмів методом кінематичних діаграм.

2.
. Основи аналітичного методу кінематичного дослідження механізмів.

3.
 Завдання кінематичного синтезу плоских механізмів.

4.
 Умова існування кривошипа в чотириланкових механізмах.

1. Кінематичний аналіз механізмів методом кінематичних діаграм
Кінематичною діаграмою називається графічне зображення функціональної залежності між двома якими-небудь кінематичними параметрами.

На відміну від методу планів метод кінематичних діаграм дає уявлення про закон зміни відстані, швидкості й прискорення веденої ланки залежно від кута повороту ведучої.
Цей метод дозволяє побудувати всі кінематичні діаграми по одній із них і тим самим провести повне кінематичне дослідження руху ланки, для якої побудована діаграма.

Першу діаграму можна отримати експериментально. Простіше за все побудувати діаграму переміщення залежно від часу або кута повороту ведучої ланки.

Розглянемо метод кінематичних діаграм на прикладі дослідження кривошипно-повзункового механізму (рис. 1). Спочатку слід побудувати дванадцять його положень.

У процесі побудови знаходимо методом засічок положення точки В для 12 положень кривошипа (див. лекц. 19).

Визначивши переміщення повзуна, будуємо в довільних масштабах μφ і μs  діаграму переміщень залежно від кута повороту кривошипа (рис. 2).

Відрізок 1–1 дістаємо діленням дійсного переміщення повзуна із нульового положення в перше на масштаб переміщення, відрізок 2–2 – із нульового в друге і т.д. Масштаб побудови обчислюємо за формулами:
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Рис. 1
Для того щоб дістати закони зміни швидкості й прискорення повзуна від кута повороту кривошипа, використовується графічне диференціювання.

Існують такі методи графічного диференціювання(
1) дотичних(
2) хорд.
1. Метод дотичних
Відомо, що швидкість будь-якої точки дорівнює першій похідній від відстані за часом:
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Для побудови діаграми швидкостей методом дотичних у точках 1, 2, 3, … до кривої s=f(t) проводимо дотичні.

Нижче креслимо координатні осі v – φ. Вліво від початку координат на продовженні осі абсцис обираємо за полюс точку Р1 на довільній відстані Н1, і через неї проводимо паралельно дотичним промені Р11(, Р12(, Р13(,... до перетину з віссю ординат. Перетин горизонтальної прямої 1(1( з серединою інтервалу дасть середнє значення швидкості на даному інтервалі в масштабі:
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Рис.2
Замірявши на діаграмі швидкостей ординати в кожному положенні й помноживши їх на масштаб μv, дістанемо дійсні значення швидкостей повзуна у всіх положеннях механізму.

Для побудови діаграми прискорення скористаємось залежністю:
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На основі цієї залежності прискорення можуть бути отримані графічним диференціюванням кривої 
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Побудова ведеться аналогічно. Масштаб обчислюється за формулою:
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Дійсні значення прискорень повзуна в кожному положенні механізму визначаємо, перемноживши ординати на діаграмі а=а(φ) на масштаб побудови μа.

2. Метод хорд

Методом хорд виконуються дві дії(
1) графічне диференціювання;

2) графічне інтегрування.

Графічне інтегрування методом хорд є дія, обернена графічному диференціюванню. Метод графічного інтегрування дозволяє за відомим законом зміни прискорення веденої ланки побудувати залежності швидкості й переміщення від кута повороту кривошипа.
Графічне диференціювання методом хорд проводиться аналогічно диференціюванню методом дотичних. Різниця полягає лише в тому, що всі дотичні заміняються хордами.

Те, що таку заміну можна здійснити, випливає із міркувань, відомих із математичного аналізу.
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Візьмемо якусь криву MN (рис. 3). Оберемо на ній дві довільні точки А і В, сполучивши їх прямою, дістанемо хорду АВ.

Якщо цю січну переміщати, залишаючи паралельною самій собі, то, зрештою, вона займе положення дотичної Т–Т, причому точка дотикання С буде лежати на кривій між точками А і В. Із зменшенням відстані між точками А і В точка дотикання С буде наближатися до середини дуги АВ. Якщо відстань між точками А і В зробити нескінченно малою, то точка дотику С буде знаходитись на відстані, нескінченно малій від середини дуги АВ. 

Графічне диференціювання методом хорд виконується таким чином.
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Розділимо вісь абсцис діаграми s=s(φ) на інтервали 0–1, 1–2, 2–3 і т. д. Провівши ординати кривої s=s(φ), дістанемо точки ділення на діаграмі 1, 2, 3, ... . Сполучивши їх, отримаємо хорди 0–1, 1–2, 2–3, … .

Обираємо нові осі координат для побудови діаграми 
[image: image1186.wmf])
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Розділимо вісь абсцис на такі самі інтервали і оберемо вліво від початку координат по осі абсцис полюс Р на довільній довжині Н. Через полюс Р проведемо промені, паралельні хордам. Відрізки на осі ординат, що відтинаються цими променями, є середніми швидкостями на відповідних інтервалах.

Ординату швидкостей, яка відтинається променем Р–1(, переносимо на середину інтервалу 0–1, ординату швидкості, що відтинається променем Р–2( – на середину інтервалу 1–2 і т.д. Сполучимо отримані точки плавною кривою. Маємо діаграму залежності v=v(φ) у масштабі:
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Аналогічно будується залежність а=а(φ).
2..Основи аналітичного методу кінематичного дослідження механізмів

Вище розглянуті графічні методи – наочні й універсальні, вони дозволяють визначати положення, швидкості та прискорення ланок механізмів будь-якої структури. Але графічні методи не завжди мають таку точність, яка буває необхідною в деяких конкретних задачах аналізу механізмів. У цих випадках перевагу надають аналітичним методам, за допомогою яких дослідження кінематики механізмів може бути виконано з будь-якою точністю. Крім того, аналітичні залежності дозволяють виявити взаємозв’язок кінематичних параметрів механізму з його метричними параметрами, тобто розмірами ланок. 

Роль аналітичного методу за останні роки дуже зросла у зв’язку з тим, що, маючи аналітичні вирази, можна завжди розробити програми для обчислювальної машини і здобути всі необхідні результати.

Розглянемо кривошипно-повзунковий механізм (рис. 5).
[image: image1188.png]al





Рис. 5
З метою визначення швидкостей і прискорень ланок механізму подамо контур ОАВСО як векторну суму:
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Проектуючи рівняння (1) на осі Ох і Оу, маємо:
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Із другого рівняння (2) маємо:
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Як бачимо з рисунка, вектор 
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 може лежати тільки в першій або в четвертій четвертях, тобто cos(3 – величина завжди додатна. Підставивши значення sin(3 (3) у перше рівняння (2), знайдемо величину переміщення:
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Щоб визначити швидкості, продиференціюємо рівняння (2) за кутом (2, після чого отримаємо:

–
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де  
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 – аналог лінійної швидкості vc повзуна. Аналог швидкості u32  знаходимо з другого рівняння (5) і, підставивши його в перше, визначимо аналог швидкості повзуна x'c :
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Для визначення аналогів кутового прискорення u(32 шатуна 3 і прискорення x((c повзуна 4 продиференціюємо за (2 рівняння (5):

–
[image: image1205.wmf]2

l

cos(2 – u232 
[image: image1206.wmf]3

l

cos(3 - u(32 
[image: image1207.wmf]3

l

sin(3 = x((c ,

–
[image: image1208.wmf]2

l

sin(2 – u232 
[image: image1209.wmf]3

l

sin(3 + u(32 
[image: image1210.wmf]3

l

cos(3 = 0.
(7)

Із другого рівняння знаходимо аналог кутового прискорення шатуна:
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Підставивши це значення u(32 у перше рівняння (7), дістанемо аналог x((c.

Дійсне значення швидкостей (3 і vc прискорень ac, (3 дорівнюють:

vc = (3 x(c , (3 = (2 u32 ,

ac= (22 x((c + (2 vc , (3 = (22 u(32 + (2 u32.
(9)
3. Завдання кінематичного синтезу плоских механізмів
Залежно від призначення механізму точки ведених ланок повинні мати певні траєкторії, переміщення, швидкості й прискорення. Ці параметри залежать від закону руху ведучої ланки і від параметрів кінематичної схеми, тобто розмірів ланок, які визначають його кінематичну схему. Визначення параметрів кінематичної схеми за відомими кінематичними умовами руху веденої ланки є основним завданням проектування механізмів, оскільки решта етапів проектування має лише перевірні та допоміжні розрахунки, які дозволяють встановити можливість і доцільність реального виконання отриманої кінематичної схеми механізму.

Далі під синтезом механізмів будемо розуміти сукупність задач про визначення параметрів кінематичної схеми за заданими умовами руху ланок.

Оскільки ці умови різноманітні, то різноманітні й задачі, пов’язані з синтезом механізмів.

1.
 Задача відтворення заданого закону руху (заданої цільової функції). Ця задача полягає у визначенні таких параметрів кінематичної схеми, які забезпечують рух веденої ланки за заданим законом при певному законі руху ведучої ланки.

2.
 Задача про відтворення заданої траєкторії. Ця задача полягає у визначенні параметрів кінематичної схеми механізму, в якому одна із точок ланки, що здійснює складний рух, рухається по заданій траєкторії.

4..Умова існування кривошипа в чотириланкових механізмах 

Маємо шарнірний чотириланковик ABCD, у якого довжини ланок позначені як a, b, c та d (рис. 6). Потрібно визначити умови, при яких ланка AB буде кривошипом, тобто буде повертатися на кут 360°, якщо a<b<c<d. З’єднаємо точки B і D прямою та позначимо відстань BD через f. Тоді з (ABD видно:
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а з (BCD маємо:
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З рівняння (1) дістаємо 

[image: image1214.wmf]j

cos

ad

2

f

d

a

2

2

2

=

-

+

.
Ураховуючи нерівності (2), маємо: 
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Рис. 6
Якщо ланка a повертається на кут 360°, то кут φ набуває значень від 0 до 360° і cosφ змінюється в межах від +1 до -1. Оскільки ліва частина нерівності (3) повинна бути меншою найменшого значення cosφ, а ліва частина нерівності (4) повинна бути більшою найбільшого значення cosφ, то:
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З цих нерівностей маємо: 
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Звідси перенесенням членів отримаємо:
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Або остаточно:
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Нерівність (6) може бути записана так:
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але вона випливає  із зазначеної вище умови a<b<c<d, тобто нерівність (6) не дає ніяких нових умов.

З нерівності (5) виходить: щоб у шарнірному чотириланковику, сторони якого задовольняють умову a<b<c<d, ланка а була кривошипом, необхідно, щоб сума довжин найменшої та найбільшої ланок була менша або дорівнювала сумі довжин двох інших ланок.

Запитання для самоконтролю

1. Що називається кінематичною діаграмою? Які переваги та недоліки має цей метод порівняно з методом планів?

2. Як будується діаграма переміщень s=s(φ)?
3. Сутність методу дотичних.

4. За якими формулами визначаються масштаби швидкостей і прискорень μv та μa?

5. Як визначаються дійсні значення швидкостей і прискорень веденої ланки в усіх положеннях механізму?
6. Як визначаються дійсні швидкості та прискорення точок і кутові швидкості та прискорення ланок при аналітичному методі дослідження?

7. У чому полягають завдання кінематичного синтезу плоских механізмів?

8. Довести умову існування кривошипа в чотириланкових механізмах.

Лекція 22
Кулачкові механізми та їх різновиди
План

1. Кулачкові механізми, застосування, переваги та недоліки.

2.
 Основні типи просторових і плоских кулачкових механізмів.

3. Основні параметри кулачка.

4. Аналіз різноманітних законів руху штовхача.

1. Кулачкові механізми, застосування, переваги та недоліки

Кулачкові механізми застосовують у тих випадках, коли в процесі безперервного руху ведучої ланки (кулачка) необхідно за заданим законом змінювати рух веденої ланки і особливо тоді, коли остання під час руху решти ланок повинна тимчасово зупинятися.

Такий характер руху має місце в металорізальних верстатах-автоматах, у пресах, деяких типах ножиць, у розподільних механізмах парових машин з клапанним паророзподілом, у двигунах внутрішнього згорання тощо.

До переваги кулачкових механізмів відносять їх універсальність. Надаючи кулачку ту чи іншу форму, можна дістати майже будь-який рух штовхача з будь-яким законом зміни таких параметрів, як швидкість, прискорення чи траєкторія.

Недоліками кулачкових механізмів є( наявність вищої пари, а отже, значного питомого тиску, що викликає швидке спрацювання кулачків (для запобігання спрацюванню кулачки виготовляють із високоякісних матеріалів і відповідним чином обробляють)( необхідність силового замикання кулачкової пари, яке здійснюється за допомогою пружин.

2..Основні типи плоских і просторових кулачкових механізмів

Розрізняють кулачкові механізми просторові й плоскі. У перших кулачок, зазвичай, має форму циліндра з пазом, по якому переміщається ролик штовхача (рис. 1).
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Рис. 1
У других ведуча ланка (кулачок) здійснює обертальний або поступальний рух (рис. 2, а, б).
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а)                                        б)                                      в)

Рис. 2
Будемо розглядати тільки механізми з кулачком, що обертається, як такі, що мають найбільше розповсюдження.

Плоскі кулачкові механізми з кулачком, що обертається, поділяють на дві групи (
1).перша група перетворює обертальний рух кулачка на поступальний рух штовхача (рис. 2, а)(
2) друга група – обертальний рух кулачка на коливальний рух коромисла (рис. 2, в).

Кожна із цих груп за формою елементу веденої ланки поділяється на три підгрупи, в яких кулачок працює(
а) по вістрю;

б) по ролику;

в) по площині.

Кулачкові механізми, які перетворюють обертальний рух на поступальний і працюють по вістрю або ролику, поділяються на:

а) центральні;

б) дезаксіальні.

Центральними називаються такі кулачкові механізми, в яких  вісь штовхача проходить через центр обертання кулачка.

У дезаксіальних механізмах вісь штовхача зміщена відносно центра обертання кулачка на деяку величину е, яка  називається дезаксіалом.

3. Основні параметри кулачка
Профілем кулачка називається крива, здобута в розрізі елементу кулачка площиною, перпендикулярною до його осі обертання.

Профілі кулачка бувають різноманітні. Розглянемо один із них, зображений на рис. 3.
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Рис. 3

Мінімальний радіус кулачка (Rmin) – це радіус, що з(єднує центр обертання кулачка з найближчою точкою його профілю.

Максимальний радіус кулачка (Rmax) – це радіус, що з(єднує центр обертання кулачка з найвіддаленішою точкою його профілю.

Найбільше переміщення штовхача (h) – різниця довжини максимального і мінімального радіусів кулачка.

Неробочий кут (неробоча фаза), або кут ближнього стояння (фаза ближнього стояння) ((о) – це центральний кут, що спирається на дугу ab мінімального радіуса. Під час ковзання по дузі мінімального радіуса штовхач залишається нерухомим і перебуває в крайньому нижньому положенні.

Кут віддалення (фаза віддалення) ((в) – це центральний кут, що спирається на дугу bc, яка з(єднує крайні точки дуг мінімального і максимального радіусів кулачка. При ковзанні по дузі bc штовхач починає рухатись і віддаляється на максимальну відстань (переходить із нижнього у верхнє положення).

Кут дальнього стояння (фаза дальнього стояння) (( д.с.) – це центральний кут кулачка, що спирається на дугу сd максимального радіуса. Поки штовхач ковзає по дузі сd, він нерухомий і перебуває на максимальній відстані від центра обертання кулачка О.

Кут повернення (фаза повернення) ((п) – це центральний кут кулачка, що спирається на дугу da, яка з(єднує крайні точки дуг максимального і мінімального радіусів кулачка. Під час ковзання по дузі da штовхач повертається із верхнього у вихідне (нижнє) положення.

Робочий кут (робоча фаза) ((р) – це центральний кут кулачка, що дорівнює сумі кутів віддалення, дальнього стояння і повернення:
(р = (в+ ( д.с.+(п.
Сума всіх кутів дорівнює 3600(
(о + (в+ (д.с. + (п  = (о+ (р = 3600.
Радіус профілю кулачка R2 (R(2) – радіус дуги, що відповідає фазі віддалення (повернення). Якщо крива, що відповідає фазі віддалення (або повернення) не є дугою кола, то радіус профілю кулачка в цьому випадку буде змінним.

4. Аналіз різноманітних законів руху штовхача

Для проектування профілю кулачка механізму необхідно обрати(
1) кінематичну схему механізму(
2) закон руху веденої ланки (штовхача)(
3) деякі основні розміри ланок.

Найпростішим законом руху є рівномірний рух штовхача в обидва боки (рис. 4).
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Якщо швидкість штовхача в обидва боки однакова, то відрізки нахилені до осі абсцис під однаковими кутами.

Якщо швидкість на початку і в кінці підйому раптово змінює напрямок, то в точках 0 і h на діаграмі v–t цьому відповідають розриви швидкості. Миттьова зміна швидкості викликає нескін-ченно великі прискорення, а в механізмі в цей момент відбуваються жорсткі удари.
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Про наявність їх можна зробити висновок і по профілю кулачка. Жорсткі удари виникають у місцях спряження кривих, що не мають спільної дотичної (в точках с і d у вищерозглянутому кулачку на рис. 3).

Для того щоб запобігти виникненню жорстких ударів, доводиться відмовлятись від законів руху, що мають розриви на діаграмі швидкостей. Наприклад, обрати закон руху штовхача, зображений на рис. 5.

При такому законі в механізмі з(являються м(які удари, оскільки на діаграмі прискорення а–t мають місце розриви.

М(які удари виникають у місцях спряження кривих (що утворюють профіль кулачка), які мають спільну дотичну, але різні радіуси кривизни (у точках a і b у вище розглянутому кулачку на рис. 3).

Для безударної роботи механізму необхідно обрати такий закон руху штовхача, при якому на кінематичних діаграмах не було б розривів. Це, зокрема, набір синусоїд.

Запитання для самоконтролю

1.
 Призначення та застосування кулачкових механізмів.

2.
 Переваги та недоліки кулачкових механізмів.

3.
 Різновиди плоских кулачкових механізмів.

4.
 Дати означення основних параметрів кулачка: профілю, мінімального та максимального радіусів, найбільшого переміщення штовхача, фаз ближнього та дальнього стояння, віддалення та повернення, робочої фази, радіуса профілю кулачка.

5.
 Проаналізувати різноманітні закони руху штовхача.

6.
 Коли в кулачковому механізмі виникають жорсткі та м’які удари? Як зробити висновок про їх наявність по профілю кулачка?
Лекція 23
Кінематичний аналіз та синтез кулачкових механізмів. Механізми передач
План
1. Кінематичне дослідження кулачкових механізмів.

2. Поняття про профілювання кулачка.

3. Механізми передач. Передаточне відношення.

4..Механізми передач з жорсткими ланками. Основні різновиди, їх характеристика.

1. Кінематичне дослідження кулачкових механізмів

Кінематичне дослідження кулачкових механізмів полягає в знаходженні кінематичних параметрів штовхача за весь цикл роботи механізму.

Метою кінематичного дослідження є забезпечення обчисленого, заданого режиму роботи.
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Рис. 1

Щоб визначити переміщення штовхача, можна було б щоразу креслити нове положення механізму, в якому кулачок був би повернутий на певний (частіше 300) кут. Але оскільки кулачок має складний профіль, то креслити його декілька разів є надто трудомісткою роботою, тому при дослідженні кулачкових механізмів застосовують метод зворотного руху. Розглянемо його сутність.

Кулачок креслиться один раз (у будь-якому положенні) і вважається нерухомим (рис. 1). Стояку разом зі штовхачем надається обертальний рух навколо осі кулачка з кутовою швидкістю ω кулачка, але в протилежному напрямку.

У такому зворотному русі переміщення штовхача відносно кулачка буде таким самим, як і в дійсному русі при нерухомому стояку.

Звідси виходить, щоб визначити переміщення штовхача, досить провести коло мінімального радіуса кулачка, розбити його на рівну кількість частин (6, 8, 12, 24). Відстані від кола мінімального радіуса до точок профілю кулачка, виміряні на продовженнях радіусів, і є переміщеннями штовхача, які відповідають повороту кулачка на певний кут. Відклавши визначені переміщення штовхача в 12 положеннях механізму в масштабах μs та μφ, ми дістанемо залежність s=s(φ).

Швидкість і прискорення штовхача визначають одноразовим і дворазовим графічним диференціюванням цієї залежності (див. лекц. 21).

2. Поняття про профілювання кулачка
Завдання кінематичного синтезу кулачкового механізму обернене завданню аналізу й полягає в проектуванні профілю кулачка за діаграмою s=s(φ).
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Рис. 2
При синтезі кулачкового механізму, зазвичай, бувають відомі його кінематична схема, основні розміри кулачка і закон руху штовхача, заданий однією із кінематичних діаграм. Невідомим є тільки профіль кулачка, який і треба знайти.

Нехай маємо закон a=a(φ). Тоді масштаби μa і μφ відомі. Швидкість і переміщення штовхача визначається одноразовим і дворазовим графічним інтегруванням цієї залежності (рис. 2).

Для цього із середини кожного інтервалу 0–1, 1–2, 2–3, … проводимо горизонтальні прямі до перетину їх з віссю ординат. Дістанемо ряд точок 1(, 2(, 3(, … . Сполучивши їх з полюсом Р1, обраним на довільній відстані H1 від початку координат, отримаємо промені Р11(, Р12(, Р13(, … . Нижче обираємо координатні осі для побудови залежності v=v(φ). Розділяємо вісь φ на стільки ж інтервалів, на кожному із яких паралельно променям Р11(, Р12(, Р13(, ... проводимо хорди. З’єднавши здобуті точки плавною кривою, дістанемо діаграму v=v(φ) у масштабі μφ:
μv=H1·μa·μφ,
де Н1 – полюсна відстань у мм.
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Аналогічно проінтегрувавши залежність v=v(φ), дістанемо діаграму s=s(φ) у масштабі μs=H2·μv·μφ (рис. 2).
Потім креслимо коло мінімальним радіусом профілю кулачка (Rmin), поділяємо його на стільки ж частин, скільки інтервалів на осі абсцис (частіше 12). На продовженні радіусів у кожному положенні відкладаємо переміщення штовхача, отримані із діаграми s=s(φ). Сполучивши здобуті точки плавною кривою, знайдемо шуканий профіль кулачка (рис. 3).
3. Механізми передач. Передаточне відношення

Механізми, призначені для відтворення обертального руху між двома довільно розміщеними в просторі осями, називаються механізмами передачі обертального руху або скорочено механізмами передач.

Механізми передач мають своїм завданням відтворення заданого передаточного відношення між двома ланками.

Для того щоб виконувати кінематичний аналіз механізмів передач, необхідно ввести поняття передаточного відношення.

Передаточним відношенням називають відношення кутової швидкості ведучої ланки до кутової швидкості веденої ланки і позначають літерою u з відповідними індексами.

Таким чином, якщо ведучою є ланка 1, то:
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Ще передаточне відношення може визначатись через кількість обертів n ланок(
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Якщо ведена і ведуча ланки обертаються в один бік (наприклад, у зубчатій передачі з внутрішнім зачепленням), то передаточне відношення вважається додатним.

Якщо ведене і ведуче колеса обертаються в різні боки (наприклад, у зубчатої  передачі із зовнішнім зачепленням), то передаточне відношення вважається від(ємним.

4. Механізми передач із жорсткими ланками. Основні різновиди, характеристика

До механізмів передач із жорсткими ланками належать зубчаті зачеплення, фрикційні передачі. Детально вони розглядаються в модулі “Розрахунок вузлів та деталей машин” курсу “Технічна механіка”. Тому зупинимось на цих різновидах передач дуже коротко.
Розглянемо зубчате зачеплення, зображене на рис. 4.

Модуль зачеплення – це частина діаметра ділильного кола, що припадає на один зуб. Модуль зачеплення визначається за формулою:


[image: image1236.wmf]z

d

m

=

,
де d – діаметр ділильного кола.

Оскільки 
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де t – осьовий крок.
Тоді:
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Передаточне відношення зубчатого зачеплення:
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ri – радіус кола западин; 

re – радіус кола виступів; 

r – радіус ділильного кола.

Рис. 4

Зубчатий механізм, який складається з трьох і більше зубчатих коліс (з нерухомими осями) і стояка, називається зубчатим рядом.

Передаточне відношення зубчатого ряду визначається як добуток передаточних відношень окремих передач (
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де k – кількість зовнішніх зачеплень.

Може бути декілька схем розміщення зубчатих коліс.

Одноступінчате зачеплення (рис. 5). При такій схемі зачеплень передаточне відношення:


[image: image1243.wmf].

z

z

z

z

z

z

z

z

u

u

u

)

1

(

u

1

4

3

4

2

3

1

2

34

23

12

3

14

-

=

×

×

-

=

×

×

-

=


[image: image1244.png]1






Рис. 5
Рис. 6
Як бачимо, проміжні колеса z2 та z3 не впливають на величину передаточного відношення, але впливають на його знак (напрямок руху).
Багатоступінчате зачеплення (рис. 6). У цьому випадку передаточне відношення визначимо як:
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Таким чином, у багатоступінчатому зачепленні всі зубчаті колеса впливають на величину передаточного відношення.
До механізмів передач з жорсткими ланками належать рейкове зачеплення. У нього передаточне відношення дорівнює нескінченності або нулю залежно від того, яка ланка буде ведучою (колесо чи рейка), оскільки рейка рухається поступально, і її кутова швидкість дорівнює нулю.

Черв(ячна передача застосовується для передавання обертальних рухів між перехресними валами. Одна ланка називається черв(яком, інша – черв(ячним колесом. Передаточне відношення визначається за формулою:
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де z1 – кількість заходів черв(яка, z2 – кількість зубів черв(ячного колеса.

Запитання для самоконтролю

1.
У чому полягає кінематичне дослідження кулачкових механізмів?
2.
Яку мету переслідує кінематичний аналіз кулачкового механізму?

3.
Сутність методу зворотного руху? Як він застосовується для побудови діаграми переміщення штовхача s=s(φ)?

4.
Як побудувати залежності v=v(φ) або а=а(φ)?
5.
У чому полягає синтез кулачкового механізму? Які вихідні дані для цього мають бути?

6.
Сутність графічного інтегрування методом хорд.

7.
Побудова профілю кулачка за діаграмою s=s(φ).
8.
Які механізми називаються механізмами передач? Яке їх основне завдання?

9.
Що називається передаточним відношенням? Як визначається його знак?

10.
Різновиди передач з жорсткими ланками, їх коротка характеристика.

11.
Як визначається передаточне відношення зубчатого ряду? У випадках одноступінчатого і багатоступінчатого зачеплень?

12.
Як визначаються передаточні відношення рейкового зачеплення та черв’ячної передачі?
Лекція 24
Фрикційні та епіциклічні механізми, їх кінематика
План
1. Фрикційні механізми. Варіатори швидкостей.

2. Епіциклічні механізми, їх характеристика.

3. Класифікація епіциклічних механізмів.

4. Визначення передаточних відношень планетарного і диференціального механізмів.

1. Фрикційні механізми. Варіатори швидкостей

[image: image2148.png]I~[la




Фрикційними називають механізми, в яких для передавання крутного моменту використовують сили тертя. Фрикційна передача складається з двох циліндричних або конічних котків, притиснутих один до одного з певним зусиллям (рис. 1). 

Передаточне відношення фрикцій-ної передачі: 
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де r1 та r2 – радіуси ведучого та веденого котків.

Швидкість точки В визначається за формулою:
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Механізми, які забезпечують плавну зміну передаточного відношення, називають механізмами безступінчатих передач, або варіаторами швидкостей.

Розглянемо схему лобового фрикційного варіатора (рис. 2).
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Рис. 2

Диск 1 жорстко зв’язаний з віссю О1, яка обертається в нерухомому підшипнику. Диск 1 входить у вищу кінематичну пару з роликом 2. Останній утворює обертальну кінематичну пару В з ланкою 3. Ролик 2 за допомогою гвинтової пари С можна переміщати вздовж осі О2. Точка М дотикання елементів ланок 1 і 2 може займати різні положення, що визначаються відстанню х.

Тоді передаточне відношення дорівнює:

[image: image1250.wmf]2

1

2

21

r

x

ω

ω

u

±

=

=

.
У положенні М' передаточне відношення u21=0. При переміщенні  точки дотикання ланок М за точку М', наприклад, у положення М'', диск 1 змінює напрямок обертання. Таким чином, передаточне відношення плавно змінюється в межах:
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Більш глибоко фрикційні передачі вивчаються в модулі “Розрахунок вузлів та деталей машин” курсу.

2. Епіциклічні механізми, їх характеристика

Зубчаті механізми, до складу яких входять рухомі осі зубчатих коліс, називаються епіциклічними.

[image: image2149.png]


Найпростіший епіциклічний механізм зображений на рис. 3. 

Колесо z2, вісь якого переміщається в просторі, називається сателітом.

Зубчате колесо z1, навколо якого обертається сателіт, називається центральним, або сонячним.

Ланка Н, яка несе на собі вісь сателіта, називається водилом.

Необхідно відзначити, що в будь-якому епіциклічному механізмі ніяких інших ланок (окрім сателітів, сонячних коліс і водил) не може бути. Якщо є інші ланки, то вони не входять до складу епіциклічного механізму, а утворюють між собою кінематичний ланцюг, який приєднується до епіциклічного механізму.

3. Класифікація епіциклічних механізмів.

Епіциклічні механізми поділяються на (
1) планетарні(
2) диференціальні.

Планетарним називається епіциклічний механізм, ступінь рухомості якого дорівнює одиниці.

Якщо ступінь рухомості епіциклічного механізму більший за одиницю, то такий механізм називається диференціальним, або просто диференціалом.

Ступінь рухомості механізму, зображеного на рис. 3:
W = 3n– 2p5 –p4 = 3∙3–2∙3–1 = 2.

Отже, цей механізм є диференціальним. Якщо в ньому закріпити сонячне колесо z1 нерухомо, то він перетвориться на планетарний:

W = 3n– 2p5 –p4 = 3∙2–2∙2–1 = 1.
Наведемо ще один приклад (рис. 4). 
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Ступінь рухомості механізму:

W = 3n–2p5–p4 = 3∙4–2∙4–2 = 2.

Отже, зображений на рис. 4 механізм диференціальний.

Тип механізму можна визначити і за його зовнішнім виглядом. Якщо в епіциклічному механізмі всі зубчаті колеса рухомі, то він буде диференціальним. Якщо ж є нерухоме колесо – то планетарним.

Призначення планетарних механізмів – відтворювати великі (або малі) передаточні відношення. Вони можуть відтворювати дуже великі (чи дуже малі) передаточні відношення при малих габаритах механізму і малій кількості зубів зубчатих коліс.

Призначення диференціальних механізмів – складання чи розкладання рухів.

Епіциклічні механізми застосовуються в автомобілях, тракторах, обчислювальних, сільськогосподарських та інших машинах.

4. Визначення передаточних відношень планетарного і диференціального механізмів

Нехай маємо будь-яку кінематичну схему епіциклічного механізму. Кутові швидкості кожного зубчатого колеса при обертанні відносно водила можна визначити як різницю відповідних кутових швидкостей:
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де ω1 – кутова швидкість колеса z1, ωH – кутова швидкість водила, ω1Н – кутова швидкість колеса z1 відносно водила і т. д.

Поділивши два рівняння одне на інше, дістанемо передаточне відношення між відповідними колесами механізму при зупиненому водилі:
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Верхній індекс вказує на номер нерухомої ланки, при якій визначається передаточне відношення.

Ця формула називається формулою Вілліса за ім’ям англійського вченого, який вивів її в 1841 р. Формула Вілліса універсльна для аналізу будь-яких епіциклічних механізмів.
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Для планетарних механізмів формула дещо скорочується. Нехай ωп=0, тоді:
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або остаточно маємо:
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Приклад 1. Виначити передаточне відношення u3H від вала О3 до вала Он (рис. 5).

Розв’язання. Визначимо ступінь рухомості механізму:

W = 3n– 2p5 –p4 = 3∙3–2∙3–2 = 1.

Отже, цей механізм планетарний, тому застосуємо скорочену формулу Вілліса: 
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Приклад 2. Визначити передаточне відношення u4H механізму, зображеного на рис. 6, якщо z1=90; z2=30; z2'=40; z3=20; z3'=50; z4=25.
Ступінь рухомості механізму:

W = 3n– 2p5 –p4 = 3∙4–2∙4–3 = 1.
На рис. 6 показаний складний редуктор, у якого колеса z1, z2, z2' та z3 утворюють планетарний механізм, а колеса z4 і z3' – одноступінчату передачу з нерухомими осями.

Загальне передаточне відношення визначиться так(
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Приклад 3. Визначити передаточне відношення uH4 редуктора, зображеного на рис.7, якщо z1=80; z2=40; z2'=40; z3=20; z3'=50; z4=25.
Ступінь рухомості редуктора:

W = 3n– 2p5 –p4 = 3∙4–2∙4–3 = 1.

Зображений на рис. 7 зубчатий механізм складний, до його складу належить планетарна частина (z1, z2, z2', z3) та передача з внутрішнім зачепленням (z3', z4). Тоді:


[image: image1265.wmf]=

¢

×

×

¢

-

-

=

×

-

=

×

=

×

=

¢

3

4

2

1

3

2

4

'

3

)

H

(

31

4

'

3

)

1

(

H

3

4

3

)

1

(

3

H

)

1

(

4

H

z

z

z

z

z

z

)

1

(

1

1

u

u

1

1

u

u

1

u

u

u



 EMBED Equation.3  [image: image1266.wmf].
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Запитання для самоконтролю

1.
 Які механізми називаються фрикційними? Як визначається їх передаточне відношення?

2.
 Дати означення варіатора швидкостей.
3.
 Зобразити схему лобового фрикційного варіатора швидкості й пояснити принцип його роботи.

4.
 Дати означення епіциклічного механізму, сателіта, водила та сонячного колеса.

5.
 Як класифікуються епіциклічні механізми?

6.
 Який механізм називається планетарним, диференціальним? Їх призначення і сфера застосування.

7.
 Як визначається передаточне відношення епіциклічного механізму?

Лекція 25
Універсальний шарнір. Механізми передач з гнучкими ланками. Хвильові передачі
План

1..Універсальний шарнір. Особливості будови та принцип роботи. Передаточне відношення.

2. Карданні передачі.

3. Механізми передач з гнучкими ланками.

4. Загальні відомості про хвильові передачі.

1. Універсальний шарнір. Особливості будови та принцип роботи. Передаточне відношення

Універсальний шарнір, або шарнір Гука, служить для з(єднання валів, коли кут між ними змінюється на ходу і близький до 180(.

Схема універсального шарніра зображена на рис. 1.

В універсальному шарнірі осі всіх (чотирьох) шарнірів A, B, D та Е перетинаються в одній точці О.

Ланки 1 і 3, які називаються вилками, однакові і з’єднуються хрестовиною 2. Пальці хрестовини входять у відповідні отвори вилок. Кожна вилка з’єднана зі стояком нерухомими шарнірами, осі яких перетинаються під кутом α.
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Рис. 1

Нехай ведуча вилка 1 обертається рівномірно з кутовою швидкістю 
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Якщо ж тепер цю точку А віднести до веденої вилки 3, то колова швидкість буде:
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де 
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 – кутова швидкість веденої вилки 3; AС – перпендикуляр, опущений із точки А на вісь обертання веденої вилки 3.

Але:
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Отже:
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Звідси:
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Якщо повернемо універсальний шарнір на кут 90(, то:
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Таким чином, в універсальному шарнірі при сталій кутовій швидкості 
[image: image1277.wmf]1
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 ведучої вилки 1 ведена вилка 3 обертається нерівномірно, причому передаточне відношення змінюється в межах від cosα до 
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Середня кутова швидкість ω3ср веденої вилки 3 дорівнює сталій кутовій швидкості ω1 ведучої вилки 1, оскільки за час одного оберту вилки 1 вилка 3 також здійснить один оберт.

2. Карданні передачі
Зв’язок між валом відбору потужності трактора і приймальним валом сільськогосподарської машини здійснюється за допомогою карданної передачі.

Карданна передача складається із декількох валів, з(єднаних універсальними шарнірами. Бувають дво-, три- і чотиришарнірні карданні передачі. 
Найпоширенішою карданною передачею є тришарнірна (рис. 2). Вона складається із вала відбору потужності 1, телескопічного вала 2, проміжного вала 3, запобіжної муфти 4, приймального вала сільськогосподарської машини 5, універсальних шарнірів А, В і С.
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Рис. 2

Телескопічне з(єднання валів виконується у вигляді рухомого шліцьового з(єднання (або квадратного вала та труби з квадратним отвором) і забезпечує осьове переміщення валів карданної передачі при пересуванні сільськогосподарської машини по нерівному полю та на поворотах.

3. Механізми передач з гнучкими ланками
До механізмів передач з гнучкими ланками належать передачі( пасова, канатна, ланцюгова тощо.
Переваги пасових передач:

– можливість передавання рухів на відстані;

– плавність і безшумність роботи;

– запобігання перевантаженню механізмів за рахунок проковзування пасів;

– можливість роботи з високими швидкостями;

– невисока вартість.

Їх недоліками є:

– значні габарити;

– необхідність пристроїв для натягування паса в передачах з малою міжосьовою відстанню;

– недовговічність пасів у швидкохідних передачах;

– неминучість деякого пружного ковзання паса.
Передачі з гнучкими ланками широко застосовуються у вигляді ланцюгових передач, в яких зубчаті зірочки входять у зачеплення із ланками ланцюга. Такі механізми застосовують у сільськогосподарських машинах, транспортерах, гірничих машинах тощо.

Ланцюгові передачі порівняно з пасовими відрізняються:

– відсутністю ковзання;

– високим коефіцієнтом корисної дії;

– меншими габаритами.

Але водночас вони працюють в умовах відсутності рідинного тертя і, як наслідок, з неминучим спрацюванням, а також потребують більш високої точності установки валів, ніж клинопасові. До того ж швидкість руху ланцюга, особливо при малій кількості зубів зірочок, не стала, що викликає нерівномірність обертання зірочок.
При передаванні руху гнучкою ланкою за допомогою круглих шківів (рис. 3) передаточне відношення дорівнює:
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тобто передаточне відношення дорівнює оберненому відношенню радіусів R1 і R3 шківів 1 і 3.
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Рис. 3

Механізм передачі з гнучкою ланкою, зображений на рис. 3, має назву відкритої передачі, а на рис. 4 – перехресної. Передаточне відношення останньої визначається:
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Рис. 4
Механізми передач з гнучкими ланками досить глибоко розглядаються в модулі “Розрахунок вузлів та деталей машин” курсу технічної механіки.
4. Загальні відомості про хвильові передачі

Розглянемо конструкцію хвильової передачі, зображеної на рис. 5.

Так само, як і планетарна, хвильова передача складається з трьох основних ланок: 1 – генератор хвиль, виконаний у вигляді водила з двома роликами; 2 – гнучке колесо – пружна тонкостінна склянка, основа якої з’єднана з веденим валом, а на потовщеному вінці поблизу торця нарізані зубці; 3 – нерухоме жорстке колесо з внутрішніми зубцями.
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Рис. 5
Модулі зачеплення коліс 2 і 3 однакові, а кількість зубів гнучкого колеса 2 менша, ніж колеса 3 (z2<z3). Різниця z3-z2=W характеризує кількість хвиль деформації гнучкого колеса. Оптимальне значення W=2.

Ділильні діаметри теж неоднакові: d3>d2. У вільному стані (без генератора) колеса розміщені концентрично з рівномірним зазором між зубцями. При встановленому генераторі останній деформує гнучке колесо в радіальному напрямку, надаючи йому форму еліпса: по великій осі еліпса (зона А) зубці зачіпляються на повну робочу висоту, а по малій осі (зона В) – між вершинами зубів утворюється радіальний зазор, а в зоні С зачеплення проміжне.

У процесі обертання генератора форма гнучкого колеса залишається близькою до описаної і лише змінює свої координати, тобто зачеплення зубів переміщається синхронно з роликами, подібно набіжній хвилі, – звідси назва хвильових передач.

Передаточне відношення хвильової передачі позначається так само, як і зубчатої планетарної – літерою u з індексами: верхній вказує на нерухому ланку, два нижні – на ланки, які обертаються:
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Знак “мінус” вказує на те, що ведуча і ведена ланки обертаються в протилежних напрямках.

В одноступінчатих зубчатих хвильових редукторах діапазон и=50÷1000.

У хвильових передачах знаходиться в зачепленні одночасно 25-30 % пар зубів.

Запитання для самоконтролю

1.
 Призначення універсального шарніра (шарніра Гука), його будова та принцип роботи.

2.
 Як визначається передаточне відношення універсального шарніра?

3.
 Призначення карданної передачі, її будова.

4.
 Перелічіть механізми передач з гнучкими ланками. Як визначається їх передаточне відношення?

5.
 Описати будову хвильової передачі.

6.
 Принцип роботи хвильової передачі. Її передаточне відношення.
РОЗДІЛ ІІІ. ДИНАМІКА
МОДУЛЬ 4. ДИНАМІКА МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ
Лекція 26
Закони динаміки. Диференціальні рівняння  руху матеріальної точки. Розв’язання першої задачі динаміки
План

1.  Закони динаміки.

2.  Диференціальні рівняння  руху матеріальної точки.

3.  Дві задачі динаміки. Розв’язання першої задачі.

1. Закони динаміки

Динамікою називається розділ механіки, в якому рух матеріальних тіл вивчається з урахуванням сил, що діють на них.

Поняття сили як основної міри механічної дії було введено в статиці.

Для механіки важливою властивістю тіла є його інертність, яка виявляється в тому, що тіло зберігає свій рух при відсутності сил. Кількісною мірою інертності матеріального тіла є фізична величина, яка називається масою тіла. У класичній механіці маса m розглядається як величина скалярна, додатна і стала для кожного даного тіла.

Основою динаміки є закони Ньютона.

Перший закон (закон інерції): ізольована від зовнішньої дії матеріальна точка зберігає свій стан спокою або рівномірного прямолінійного руху до тих пір, поки прикладені сили не вимусять її змінити цей стан. Рух, який здійснює точка при відсутності сил, називається рухом по інерції.

Система відліку, відносно якої справедливий цей закон, називається інерціальною системою відліку. При розв’язанні багатьох задач механіки систему координат, жорстко зв’язану із Землею, можна вважати інерціальною.

Ізольованою називається така матеріальна точка, яка не взаємодіє з іншими матеріальними тілами або якщо її взаємодією з іншими тілами можна знехтувати.

Другий (основний) закон: добуток маси матеріальної точки на прискорення, яке вона дістає внаслідок дії сили, дорівнює модулю цієї сили, а напрямок прискорення збігається з напрямком сили. 

Цей закон виражається рівністю:
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Другий закон, як і перший, має місце тільки стосовно інерціальної системи відліку.

Якщо на точку діють одночасно декілька сил, то вони будуть еквівалентні одній силі, тобто рівнодійній 
[image: image1287.wmf]R

, яка дорівнює геометричній сумі цих сил. Тоді рівняння набуде вигляду:
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Третій закон (закон рівності дії і протидії): дві матеріальні точки діють одна на одну з силами, однаковими за модулем і напрямленими вздовж прямої, яка з’єднує ці точки, в протилежні боки.

Цей закон (аксіома) розглядався нами в статиці. Нагадаємо, що сили взаємодії в загальному випадку не є зрівноваженими, бо вони прикладені до різних точок. Тільки для твердого тіла сили взаємодії між його точками можна вважати зрівноваженими. На відміну від першого і другого законів динаміки, третій справедливий у будь-якій системі відліку, тому що він не містить кінематичних параметрів руху точки.

Сформулюємо принцип незалежності дії сил (принцип суперпозиції), який застосовується в процесі розв’язання деяких задач механіки: прискорення матеріальної точки, яке виникає внаслідок одночасної дії на неї декількох сил, дорівнює геометричній сумі прискорень, які надає точці кожна сила окремо:
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Застосування цього принципу еквівалентно заміні сил, що діють на матеріальну точку, їх рівнодійною. Але цей принцип справедливий  не завжди. Він, зокрема, не має місця, якщо сили, що діють на точку, залежать від її прискорення.

2. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки

У кінематиці розглядаються три способи задання руху точки: векторний, координатний і натуральний. У зв’язку з цим, базуючись на другому законі динаміки, виводяться диференціальні рівняння руху матеріальної точки в трьох формах: векторній, координатній та натуральній.

Рівняння у векторній формі. Із кінематики відомо, що рівняння руху точки у векторній формі має вигляд:
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 – радіус-вектор, який визначає положення точки в будь-який момент часу.

Прискорення точки дорівнює:
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Підставляючи це значення у формулу для визначення сили, маємо:
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Ця рівність називається диференціальним рівнянням руху матеріальної точки у векторній формі. Якщо на точку діє декілька сил, то:
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Рівняння в координатній формі. Рух точки в прямокутних декартових координатах задається рівняннями:
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Знайдемо рівняння, які пов’язують координати x, y, z цієї точки і силу (або сили), що діє на неї. Ці рівняння дає другий закон динаміки.

Розглянемо матеріальну точку, яка рухається під дією сил 
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 по відношенню до інерціальної системи відліку Oxyz. Проектуючи обидві частини рівності 
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 на осі x, y, z і враховуючи, що 
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або, позначаючи другі похідні за часом двома штрихами, маємо:
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Це і є диференціальні рівняння руху точки в прямокутних декартових координатах.

Оскільки діючі на точку сили можуть залежати від часу t, від координат x, y, z і від швидкості, тобто vx=x', vy=y', vz=z', то в загальному випадку права частина кожного рівняння може бути функцією всіх цих змінних, тобто t, x, y, z, x', y', z' одночасно. 

Рівняння в натуральній формі. Для того щоб дістати ці рівняння, спроектуємо обидві частини рівності 
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 на осі натурального тригранника Мτnb, тобто на дотичну Мτ до траєкторії точки, головну нормаль Мn, напрямлену в бік угнутості траєкторії, і бінормаль Мb. Тоді, враховуючи, що:
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дістаємо:
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Ці рівняння, де 
[image: image1310.wmf]dt
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, є диференціальними рівняннями руху точки в натуральній формі.

3. Дві задачі динаміки. Розв’язання першої задачі
На основі диференціальних рівнянь матеріальної точки можна розв’язати такі основні задачі її динаміки:

1) перша задача (пряма): визначення величини і напрямку сили, яка діє на точку, якщо відомі маса точки і закон її руху;

2) друга задача (обернена, основна): знаходження закону руху точки, якщо відомі маса точки і сили, що діють на неї.

Розглянемо загальну методику розв’язання першої задачі динаміки точки. Воно здійснюється у такій послідовності:

1) диференціювання двічі за часом функцій, які виражають кінематичний закон руху точки;

2) підставлення результатів диференціювання у відповідні диференціальні рівняння й отримання з них значень проекцій сил;

3) визначення модуля сили і косинусів кутів, які визначають напрямок сили (за формулами, відомими із векторної алгебри).

Якщо рух матеріальної точки заданий у координатній формі, тобто задані 
[image: image1311.wmf]),
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 диференціюємо двічі ці функції за часом. Дістаємо проекції ax, ay, az прискорення 
[image: image1312.wmf]a

 точки на координатній осі:
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Підставляючи ці значення в рівняння для визначення сили, маємо:
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Далі за формулами:
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визначимо модуль і напрямні косинуси вектора сили.

Якщо рух матеріальної точки заданий натуральним способом, тобто задані траєкторія точки і закон s=s(t) її руху, то, диференціюючи за часом функцію s=s(t), знайдемо алгебраїчне значення швидкості точки 
[image: image1317.wmf]dt
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 визначимо значення дотичного прискорення, а за формулою 
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 – нормального. Підставляючи значення m, aτ i an у формули, дістанемо значення проекцій сили на дотичну і головну нормаль:
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Зрештою, за формулами:
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визначимо модуль сили і значення кута між головною нормаллю та напрямком сили.

Задача. Матеріальна точка, що має масу m=4г, рухається згідно з рівняннями:

x=3sin t, y=cos t, (x, y – в см, t – в с).

Визначити модуль і напрямок вектора 
[image: image1322.wmf]F

 сили, яка діє на точку.

Розв’язання. Оскільки рівняння руху точки задані координатним способом, то проекції сили визначаємо за формулами:
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Диференціюючи двічі за часом задані функції, дістанемо:


[image: image1324.wmf]t.
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Тоді:
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[image: image1326.wmf].
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Остаточно:
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Запитання для самоконтролю
1.  Що вивчає розділ “Динаміка”?

2.  Сформулювати три закони динаміки (Ньютона).

3.  Вивести диференціальні рівняння руху матеріальної точки в трьох формах : векторній, координатній та натуральній.

4.  Сформулювати дві задачі динаміки.

5.  Яка послідовність розв’язання першої задачі динаміки?

6.  Розв’язання першої задачі динаміки при координатному способі задання руху точки.

7.  Розв’язання першої задачі динаміки при натуральному способі задання руху точки.

Лекція 27
Розв’язання другої задачі динаміки точки
План

1.  Загальна методика розв’язання другої задачі динаміки точки.

2.  Розв’язання другої задачі динаміки при прямолінійному русі точки.

3.  Розв’язання другої задачі динаміки при криволінійному русі точки.

1.  Загальна методика розв’язання другої задачі динаміки точки
Нагадаємо, що друга задача динаміки точки полягає в тому, щоб, знаючи силу, яка діє на точку, знайти кінематичний закон її руху. Розв’язання цієї задачі зводиться до інтегрування диференціальних рівнянь руху матеріальної точки при заданих початкових умовах і виконується в такій послідовності: 

1) складання диференціальних рівнянь руху точки, виходячи із умови задачі;

2) знаходження загальних розв’язків складених рівнянь;

3) визначення значень сталих інтегрування за заданими початковими умовами руху точки;

4) отримання кінематичних рівнянь, які виражають закон руху точки, шляхом підставлення сталих інтегрування в загальні розв’язки.

У попередній лекції показано, як на основі другого закону динаміки складаються диференціальні рівняння руху точки. При цьому залежно від способу задання руху точки рівняння можуть бути складені в трьох формах – векторній, координатній і натуральній.

При складанні диференціальних рівнянь руху матеріальної точки в координатній формі слід обрати систему координат Oxyz (початок її, як правило, суміщають з початковим положенням точки), зобразити на рисунку точку в довільному положенні так, щоб її координати і проекції швидкості були додатними Далі необхідно зобразити силу (сили), які діють на точку в даний момент часу. Після цього скласти диференціальні рівняння руху точки в проекціях на осі обраної системи координат. При цьому змінні сили повинні бути подані в рівняннях в явному вигляді як функції відповідних аргументів. 

Нагадаємо, що диференціальні рівняння руху точки, на яку діє  сила, що залежить від часу, положення точки і її швидкості, мають вигляд:
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де 
[image: image1333.wmf].

dt

dz

z

  

,

dt

d

у

y

  

,

dt

d

х

x

=

¢

=

¢

=

¢


Отже, отримання кінематичних рівнянь x=x(t), y=y(t), z=z(t), які виражають закон руху точки, зводиться до інтегрування цих диференціальних рівнянь. Щоб задача динаміки була визначеною, необхідно, крім сили, що діє на точку, задати початкові умови руху точки. Це значить для деякого моменту часу t=t0 задати значення функцій і їх похідних. Початкові умови записуються у вигляді: 
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Відзначимо, що початкові умови руху матеріальної точки містяться в самій постановці задачі динаміки і мають певний механічний зміст. Введенням початкової швидкості враховується вплив усіх раніше діючих на точку сил на подальший її рух.

2.  Розв’язання другої задачі динаміки при прямолінійному русі точки
Рух матеріальної точки буде прямолінійним, якщо сила (або рівнодійна прикладених сил), яка діє на неї, буде сталою за напрямком, а швидкість точки в початковий момент часу дорівнює нулю або напрямлена вздовж лінії дії сили.

Нехай матеріальна точка рухається прямолінійно. На точку вздовж траєкторії її руху діє сила 
[image: image1335.wmf]F

, яка залежить від часу, положення точки і її швидкості. Розглянемо розв’язання другої задачі динаміки в цьому випадку.

Напрямимо координатну вісь (позначимо її через х) вздовж лінії руху (траєкторії) точки. Деяку точку О, розміщену на лінії руху точки, візьмемо за початок відліку координати х матеріальної точки. Зобразимо матеріальну точку в деякому проміжному (довільному) положенні так, щоб координата точки і напрямок її руху були додатніми (рис. 1). Прикладемо до точки силу 
[image: image1336.wmf]F

 і напрямимо її в [image: image2154.wmf]n

F

бік додатнього напрямку координатної осі, при цьому F=F(t, x, x').

[image: image1337]
Задамо такі початкові умови руху матеріальної точки: 

при 
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Складемо диференціальне рівняння руху точки. У проекції на координатну вісь Ox воно запишеться у вигляді:
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 EMBED Equation.3  [image: image1340.wmf]
Інтегруючи це рівняння, дістанемо х як функцію часу t і двох довільних сталих С1 та С2, тобто знайдемо загальне рівняння у вигляді: 


[image: image1341.wmf]).
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Наявність у правій частині рівняння довільних сталих інтегрування вказує на те, що під дією даної сили точка може здійснювати не якийсь певний рух, а цілий комплекс рухів. Фізично це означає, що точка, на яку починає діяти сила 
[image: image1342.wmf]F

, буде рухатись по-різному залежно від її початкового положення і початкової швидкості. 

Сталі інтегрування визначаються за початковими умовами. Для цього обчислюємо похідну за часом від загального розв’язку: 
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Підставивши початкові умови в рівняння для визначення x і x', дістанемо два алгебраїчні рівняння:
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[image: image1345.wmf]),
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розв’язуючи які й знайдемо сталі інтегрування.

Накінець, підставивши отримані значення сталих інтегрування в загальний розв’язок, отримаємо рівняння:
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яке виражає закон руху матеріальної точки в даному випадку.

У загальному випадку для сили 
[image: image1347.wmf])
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 дістати розв’язок диференціального рівняння руху точки в кінцевому вигляді неможливо. Але має місце досить широкий спектр задач динаміки прямолінійного руху точки, для якого розв'язок диференціального рівняння знаходиться в кінцевому вигляді й досить просто. Це, зокрема, коли сила, що діє на точку:

1) стала величина 
[image: image1348.wmf])
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2) залежить тільки від часу 
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3) залежить тільки від координати точки 
[image: image1350.wmf]))

x

(

F

F

(

=

;

4) залежить тільки від швидкості точки 
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Розглянемо тільки перший випадок, коли сила є величиною сталою 
[image: image1352.wmf]).
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Оскільки 
[image: image1353.wmf]m

F

a

a

x

=

=

 і 
[image: image1354.wmf]const

F

=

, то 
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. У цьому випадку диференціальне рівняння руху матеріальної точки запишеться у вигляді:
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Розв’язання цього рівняння розглядалось у кінематиці (див. лекц. 11). У результаті з урахуванням початкових умов дістали рівняння:
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яке виражає закон руху точки в цьому випадку. Цей закон називається законом рівнозмінного прямолінійного руху. 

3. Розв’язання другої задачі динаміки при криволінійному русі точки
У випадку криволінійного руху точки друга задача динаміки розв’язується за допомогою диференціальних рівнянь, які ми розглянули на попередній лекції. Якщо задача розв’язується в прямокутних декартових координатах, то початкові умови задаються у вигляді:

при 
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Конкретний хід задачі розглянемо на прикладі руху тіла, кинутого під кутом до горизонтальної площини в однорідному полі тяжіння (рис. 2). Вивчимо рух тіла, кинутого з початковою швидкістю 
[image: image1359.wmf]0

v

, напрямленою під кутом α до горизонтальної площини, розглядаючи його як точку масою m. При цьому опором повітря нехтуємо. 

[image: image1360.png]



Рис. 2

Розмістимо початок координат О в початковому положенні точки. Кут між 
[image: image1361.wmf]0

v

 і віссю Ох буде α. 

Зобразимо точку М у довільному положенні. На неї діє тільки сила ваги, проекції якої на координатні осі дорівнюють:
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Підставляючи ці значення в диференціальні рівняння руху точки, маємо:
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Помноживши обидві частини рівнянь на dt і проінтегрувавши їх, маємо:


[image: image1365.wmf].

C

v

  

,

C

gt

v

  

,

C

v

3

z

2

y

1

x

=

+

-

=

=


Початкові умови в нашій задачі мають вигляд:

при t0=0: x=0, y=0, z=0, vx=v0 cos α, vy=v0 sin α, vz=0.

Задовольняючи початкові умови, маємо:

C1=v0cosα, C2=v0sinα, C3=0.

Підставляючи ці значення в рівняння і виражаючи vx, vy та vz через 
[image: image1366.wmf]dt
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, отримаємо рівняння:
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Інтегруючи їх, дістанемо:
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Підставлення початкових умов дає С4=С5=С6=0, і в кінцевому вигляді маємо:
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Із цього виходить, що рух відбувається в площині Oxy. Маючи ці рівняння, можна методами кінематики визначити всі характеристики цього руху: траєкторію точки, горизонтальну дальність польоту, висоту траєкторії, час польоту. 

Запитання для самоконтролю

1. У чому полягає друга задача динаміки і в якій послідовності вона розв’язується?

2. Алгоритм розв’язання другої задачі динаміки при прямолінійному русі матеріальної точки.

3. Розв’язання другої задачі динаміки, якщо сила, що діє на точку, є величиною сталою.

4. Алгоритм розв’язання другої задачі динаміки при криволінійному русі точки.

Лекція 28
Невільний і відносний рухи точки. Прямолінійні 

коливання точки
План

1.  Невільний рух матеріальної точки.

2.  Відносний рух матеріальної точки.

3.  Вільні коливання точки.

4.  Вимушені коливання. Явище резонансу.
1.  Невільний рух матеріальної точки
Якщо точка невільна, тобто якщо на неї накладені в’язі, які обмежують рух точки, то при розв’язанні задач динаміки користуються принципом звільнення.

Подумки відкидають в'язі, заміняють їх дію на точку реакціями цих в’язей і розглядають точку як вільну, яка здійснює рух під дією прикладених до неї активних сил та реакцій в’язей. 

Тоді диференціальні рівняння руху матеріальної точки запишуться у вигляді: 

а) у векторній формі:


[image: image1377.wmf],

R

F

dt

r

d

m

2

2

+

=


де 
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– рівнодійна активних сил, 
[image: image1379.wmf]R

– рівнодійна сил реакцій;

б) у координатній формі:
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де Fx, Fy, Fz – алгебраїчні суми проекцій усіх активних сил на координатні осі х, у, z; Rx, Ry, Rz – алгебраїчні суми проекцій усіх сил реакцій на відповідні координатні осі;

в) у натуральній формі:
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де Fτ, Fn – алгебраїчні суми проекцій усіх активних сил на дотичну вісь та головну нормаль; Rτ, Rn – алгебраїчні суми проекцій усіх сил реакцій на відповідні осі.

Якщо точка невільна, то перша задача динаміки зводиться до того, щоб, знаючи закон руху точки і активні сили, що діють на неї, визначити реакції накладених на точку в’язей. Друга задача динаміки при невільному русі розкладається на дві й полягає у тому, щоб, знаючи активні сили, що діють на точку, визначити: а) закон руху точки; б) реакцію накладеної в'язі.

2. Відносний рух матеріальної точки
Другий закон динаміки і рівняння, які ми отримали на його основі, справедливі тільки для абсолютного руху точки, тобто руху по відношенню до інерціальної („нерухомої”) системи відліку.

Тепер звернемось до відносного руху точки, тобто руху по відношенню до неінерціальних, що як завгодно рухаються по відношенню до інерціальних систем відліку.

Розглянемо матеріальну точку М, що рухається під дією прикладених до неї сил 
[image: image1383.wmf]1
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, 
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, які є результатом взаємодії точки з іншими матеріальними тілами. Будемо вивчати рух цієї точки в системі Oxyz (рис. 1), які, у свою чергу, за відомим нам законом рухаються відносно інерціальної системи відліку (нерухомих осей) 
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Необхідно знайти залежність між відносним прискоренням точки 
[image: image1387.wmf]від

a

 і силами, які діють на неї. Для абсолютного руху точки основний закон динаміки має вигляд:
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Рис. 1

З кінематики відомо, що 
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, де 
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 – відносне, переносне і коріолісове прискорення точки. Підставляючи значення 
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 в рівняння і вважаючи далі 
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 (оскільки ця величина вивчається нами), дістанемо:
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Введемо позначення:
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Величини 
[image: image1396.wmf]ін
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 мають розмірність сили. Назвемо їх переносною і коріолісовою силами інерції. Тоді попереднє рівняння набуде вигляду:


[image: image1397.wmf]å

+

+

=

.

F

F

F

a

m

ін

кор

ін

пер

k


Це рівняння виражає основний закон динаміки для відносного руху точки.

Звідси висновок: усі рівняння і теореми механіки для відносного руху точки складаються так само, як рівняння для абсолютного руху, якщо при цьому до сил, що діють на точку, додати переносну і коріолісову сили інерції.

Деякі часткові випадки:

1. Якщо рухомі осі рухаються поступально, то 
[image: image1398.wmf]0
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 (ω=0, де ω – кутова швидкість обертання рухомих осей Oxyz), і закон відносного руху буде мати вигляд:
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2. Якщо рухомі осі переміщаються поступально, рівномірно і прямолінійно, то 
[image: image1400.wmf]0
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, і закон відносного руху буде таким самим, як і закон відносно нерухомих осей. Отже, така система відліку буде також інерціальною.
3. Якщо точка по відношенню до рухомих осей знаходиться в спокої, то для неї 
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Це рівняння є рівнянням відносної рівноваги (спокою) точки. Із нього виходить, що рівняння рівноваги складаються так само, як рівняння рівноваги в нерухомих осях, якщо при цьому до діючих на точку сил взаємодії з іншими тілами додати переносну силу інерції.

3. Вільні коливання точки
Вивчення механічних коливань є важливим тому, що вони дуже часто трапляються в техніці.

Розглянемо точку M, яка рухається прямолінійно під дією однієї тільки поновлюючої сили 
[image: image1405.wmf]F

, напрямленої до нерухомого центра O і пропорційної відстані від його центра. Проекція сили 
[image: image1406.wmf]F

 на вісь Ox буде (рис. 2): 
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Сила 
[image: image1408.wmf]F

 намагається повернути точку в положення рівноваги О, де F=0, звідси і назва „поновлююча” сила. Прикладом такої сили є сила пружності. 

Знайдемо закон руху точки M. Складемо диференціальне рівняння руху в проекції на вісь х, дістанемо:
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Розділивши обидві частини рівняння на m і ввівши позначення

[image: image1411.wmf],
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дійдемо результату:
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Це рівняння є диференціальним рівнянням вільних коливань при відсутності опору. 

Розв'язок цього лінійного однорідного диференціального рівняння другого порядку шукають у вигляді: 
[image: image1413.wmf]nt
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, для визначення n дістанемо характеристичне рівняння 
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. Як відомо з теорії диференціальних рівнянь, загальний розв'язок цього рівняння має вигляд:
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де С1 і С2 – сталі інтегрування. 

Якщо замість сталих С1 і С2 ввести сталі А і α, такі, що 
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, то дістанемо:

x=A(sin kt cos α+cos kt sin α)
або
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Це другий вигляд розв’язку диференціального рівняння, де сталі інтегрування А і α. Ним зручніше користуватись для загальних досліджень.

Швидкість точки в цьому русі:
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Коливання, здійснювані за цим законом, називаються гармонійними коливаннями точки.
Усім характеристикам цього руху можна дати наочну кінематичну інтерпретацію.
Розглянемо точку В, яка рухається рівномірно по колу радіуса А із положення В0, яке визначається кутом 
[image: image1421.wmf]α
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 (рис. 3). Нехай стала кутова швидкість обертання радіуса дорівнює k. Тоді в довільний момент часу t кут 
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, і легко бачити, що проекція M точки B на діаметр, перпендикулярний DE рухається за законом x=Asin (kt+α), де x=OM, тобто здійснює гармонійні коливання.

[image: image2156.wmf]1
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Величина A, яка дорівнює найбільшому відхиленню точки M від центра О, називається амплітудою коливань. Величина φ=kt+α називається фазою коливань. Фаза φ на відміну від координати x визначає не тільки положення точки в даний момент часу, а й напрямок її подальшого руху; наприклад, із положення M при фазі φ точка рухається вправо, а при фазі   (π–φ) – вліво. Фази, які відрізняються на 2π, вважаються однаковими. Величина α визначає фазу початку коливань (початкова фаза).

Величина k, яка збігається з кутовою швидкістю обертання радіуса OB, називається круговою частотою коливань.

Проміжок часу T (або τ), за який точка здійснює одне повне коливання, називається періодом коливань. По проходженні періоду фаза змінюється на 2π. Отже, повинно бути kТ=2π, звідки період:
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Величина 
[image: image1424.wmf]u

, обернена періоду, яка визначає кількість коливань за 1 с, називається частотою коливань:
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Величина k відрізняється від 
[image: image1426.wmf]u

 на сталий множник 2π. Далі ми будемо частотою коливань називати величину k. 

Визначимо сталі інтегрування А і α за початковими умовами: вважаємо, при t0=0: x=x0, vx=v0, тоді 
[image: image1427.wmf]α
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. Звідси, склавши почленно квадрати цих рівнянь, а потім розділивши їх почленно одне на інше, знайдемо:
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[image: image1429.wmf].
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Вплив сталої сили на вільні коливання точки. Нехай на точку М, крім поновлюючої сили 
[image: image1430.wmf]F

, напрямленої до центра О (чисельно F=c OM), діє стала за модулем сила 
[image: image1431.wmf]Р

 (рис. 4).
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Рис. 4
У цьому випадку положенням рівноваги точки М, де сила 
[image: image1433.wmf]Р

 зрівноважиться силою 
[image: image1434.wmf]F

, буде точка О1, розміщена на відстані OO1=λcт від точки О. Ця відстань визначається рівністю сλcт=Р або 
[image: image1435.wmf].
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Величину λcт назвемо статичним відхиленням.

Отже, стала сила 
[image: image1436.wmf]Р

 не змінює характер коливань, лише зміщає центр коливань у бік дії сили на величину статичного відхилення λcт.

Виразимо період коливань через λcт. Оскільки 
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, тоді:
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4. Вимушені коливання. Явище резонансу
 Розглянемо  випадок коливань, які виникають тоді, коли на точку, крім поновлюючої сили 
[image: image1439.wmf]F

, діє ще сила 
[image: image1440.wmf]Q

, яка змінюється з часом і проекція якої на вісь х дорівнює:

Qx=Q0sin pt.

Ця сила називається збуджуючою, а коливання, що здійснюються під дією такої сили, називаються вимушеними. Величина р називається частотою збуджуючої сили. 

Розглянемо рух точки, на яку, крім поновлюючої сили 
[image: image1441.wmf]F

, діє тільки збуджуюча сила 
[image: image1442.wmf]Q

. Диференціальне рівняння руху в цьому випадку буде:
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Розділимо обидві частини рівняння на m і будемо вважати, що:
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де P0 має розмірність прискорення.

Тоді диференціальне рівняння руху має вигляд:


[image: image1446.wmf].
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Це рівняння є диференціальним рівнянням вимушених коливань точки при відсутності опору.

Загальний розв'язок рівняння має вигляд:
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де А і α – сталі інтегрування, які визначаються за початковими умовами.

Цей розв'язок показує, що коливання в цьому випадку складаються з: 1) коливань із амплітудою А (яка залежить від початкових умов) і частотою k, які називаються власними коливаннями; 2) коливань із амплітудою B (яка не залежить від початкових умов) і частотою p, які називаються вимушеними коливаннями.

[image: image2157.wmf]t

Резонанс. У випадку коли p=k, тобто частота збуджуючої сили дорівнює частоті власних коливань, має місце явище, яке називається резонансом. Можна довести, що розмахи вимушених коливань при резонансі будуть з часом необмежено зростати (рис. 5).

Запитання для самоконтролю

1.  Записати диференціальні рівняння невільного руху матеріальної точки у трьох формах: векторній, координатній та натуральній.

2.  Вивести рівняння, що виражає основний закон динаміки для відносного руху матеріальної точки.

3.  Охарактеризувати часткові випадки відносного руху точки.

4.  Вивести диференціальне рівняння вільних коливань точки. Його загальні розв’язки у двох виглядах.

5.  Дати кінематичну інтерпретацію всіх характеристик вільних коливань точки.

6.  Що називається амплітудою коливань, фазою, початковою фазою, круговою частотою, частотою та періодом коливань?

7.  Як визначаються сталі інтегрування А та α?

8.  Як впливає стала сила на характер вільних коливань точки?

9.  Коли виникають вимушені коливання матеріальної точки?

10. Записати диференціальне рівняння вимушених коливань точки та його загальний розв’язок.

11. Дати пояснення явища резонансу.

Лекція 29
Вступ до динаміки системи
План

1.  Механічна система. Класифікація сил, що діють на систему.

2.  Маса системи. Центр мас.

3.  Момент інерції тіла відносно осі. Радіус інерції.

4.  Момент інерції тіла відносно паралельних осей.

1. Механічна система. Класифікація сил, що діють на систему

Сукупність матеріальних точок або тіл, рух (або рівновагу) яких розглядають, називається механічною системою. Якщо між точками або тілами механічної системи існує взаємодія, то положення або рух кожної точки (тіла) залежать від положення і руху решти. Класичним прикладом такої системи є сонячна система, в якій усі тіла пов’язані силами взаємного тяжіння.

Ми раніше говорили про активні сили (
[image: image1449.wmf]F

) і сили реакції (
[image: image1450.wmf]R

 або 
[image: image1451.wmf]N

). Усі вони поділяються на зовнішні сили (
[image: image1452.wmf]е

F

) і внутрішні сили (
[image: image1453.wmf]і

F

) (індекси е і і від латинських слів exterior – зовнішній і interior – внутрішній).

Зовнішніми силами називаються сили, які не належать до складу даної системи. Внутрішніми називаються сили, з якими точки або тіла даної системи діють одна на одну.

Такий поділ сил є умовним. Так, тиск газів на поршень двигуна є відносно кривошипно-повзункового механізму зовнішньою силою. Якщо ж розглядати рух автомобіля в цілому і обрати за систему автомобіль разом з двигуном, то для цієї системи тиск газів на поршень буде силою внутрішньою.

Внутрішні сили мають такі властивості:

1. Геометрична сума (головний вектор) усіх внутрішніх сил системи дорівнює нулю. Дійсно, за третім законом динаміки будь-які дві точки системи (рис. 1) діють одна на іншу з однаковими за модулем і протилежними за напрямком силами 
[image: image1454.wmf]і
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 і 
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, сума яких дорівнює нулю.

[image: image2158.wmf]F

Оскільки такий самий результат має місце для будь-якої пари точок системи, то:
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2. Сума моментів (головний момент) усіх внутрішніх сил системи відносно будь-якого центра або осі дорівнює нулю. Так, якщо взяти довільний центр О (рис. 1), то бачимо 
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. Аналогічний результат будемо мати при обчисленні моментів відносно осі. Отже, для всієї системи буде:
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Але звідси не виходить, що внутрішні сили взаємно зрівноважуються і не впливають на рух системи, оскільки ці сили прикладені до різних матеріальних точок або тіл і можуть викликати взаємні переміщення цих точок та тіл. Ця сукупність сил буде зрівноваженою тільки в системі, яка є абсолютно твердим тілом.

2. Маса системи. Центр мас

Рух системи залежить від її маси і від розподілу мас у системі.

Маса системи (позначається М або т) дорівнює арифметичній сумі мас усіх точок або тіл, що утворюють цю систему:
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Розподіл мас у системі визначається значенням мас тk і їх взаємним положенням, тобто координатами xk, yk, zk. Не завжди при розв’язанні задач динаміки необхідні всі ці величини, потрібні тільки деякі, які виражаються через сумарні характеристики, а саме: координати центра мас, осьові моменти інерції. Ці характеристики ми розглянемо нижче.

Центр мас. Для визначення координат центра мас тіла дещо перетворимо відомі нам формули для визначення центра ваги тіла (див. лекц. 4) таким чином, щоб маса входила в явному вигляді. Для цього врахуємо, що
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 (g – прискорення вільного падіння), тоді:
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Геометрична точка С, координати якої визначаються за цими формулами, називаються центром мас або центром інерції механічної системи.

Якщо положення центра мас визначається його радіусом-вектором 
[image: image1466.wmf]c

r

, то маємо:
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де 
[image: image1468.wmf]k

r

 – радіуси-вектори точок, які утворюють систему.

Звідси виходить, що для твердого тіла, яке знаходиться в однорідному полі тяжіння (g=const), положення центра мас і центра ваги збігаються.

3. Момент інерції тіла відносно осі. Радіус інерції

Моментом інерції тіла (системи) відносно даної осі Oz (або осьовим моментом інерції) називається скалярна величина, яка дорівнює сумі добутків мас усіх точок тіла (системи) на квадрати їх відстаней від цієї осі:
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Звідси виходить, що момент інерції тіла (системи) відносно будь-якої осі є величиною додатньою і відмінною від нуля. Одиницею вимірювання моменту інерції в системі СІ є 1кг∙м2.

Момент інерції є мірою інертності тіла в обертальному русі, так само, як маса в поступальному.

При обчисленні осьових моментів інерції можна виражати відстані точок від осей через координати xk, yk, zk  цих точок (так, квадрат відстані від осі Ох буде 
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 і т.д.). Тоді моменти інерції відносно осей Oxyz будуть визначатися формулами:
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Часто при розв’язанні задач доводиться користуватись поняттям радіуса інерції.

Радіусом інерції тіла відносно осі Oz називається лінійна величина ρz, яка визначається рівністю:


[image: image1474.wmf],

M

ρ

2

z

z

=

Á


де M – маса тіла. Із означення виходить, що радіус інерції геометрично дорівнює відстані від осі Oz тієї точки, в якій необхідно зосередити масу всього тіла, щоб момент інерції цієї однієї точки дорівнював моменту інерції всього тіла.

Усі ці формули справедливі як для твердого тіла, так і для будь-якої системи матеріальних точок. У випадку суцільного тіла, розбиваючи його на елементарні частини, знайдемо, що гранично сума в рівності 
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 перетвориться на інтеграл. У результаті, ураховуючи, що 
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 – густина, 
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 – об’єм, маємо:
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або, ураховуючи значення h2, отримаємо:
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 і т. д.
Цими формулами зручно користуватись при обчисленні моментів інерції однорідних тіл правильної форми.

Наведемо формули для осьових моментів інерції деяких простих однорідних тіл.

1. [image: image2159.wmf]1

s

Тонкий однорідний стержень довжиною l (рис. 2).

Момент інерції відносно осі Az, перпендикулярної стержню, яка проходить через його кінець A:
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2. Тонке кругле однорідне кільце (рис. 3).
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Кругла однорідна платівка (рис. 3) або циліндр радіусом R (рис. 4).
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4. Однорідна куля (вісь z напрямлена вздовж діаметра).
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5. Конус масою M з радіусом основи R (вісь z напрямлена вздовж осі конуса).
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4. Момент інерції тіла відносно паралельних осей

Встановимо зв’язок між моментами інерції відносно паралельних осей, одна з яких проходить через центр мас системи. Вісь, яка проходить через центр мас тіла, називається центральною.

Оберемо початок прямокутної декартової системи координат у точці C – центрі мас системи (рис. 2). У площині yCz проведемо вісь O'z', паралельну Cz і розміщенy на відстані d від неї. Позначимо: hk – відстань k-ї матеріальної точки від осі z, h'k – відстань цієї точки від осі z'.

Згідно з означенням:
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Оскільки 
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, тоді:


[image: image1491.wmf]å

å

=

+

+

-

=

+

-

=

Á

¢

)

x

d

d

2y

(y

m

)

x

d)

((y

m

2

k

2

k

2

k

k

2

k

2

k

k

z
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Але 
[image: image1493.wmf]å

å

=

=

Á

=

+

,

;

0

My

y

m

  

)

y

(x

m

C

k

k

z

2

k

2

k

k

 оскільки 
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Тоді маємо:
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Рис. 2

Момент інерції тіла відносно якої-небудь осі дорівнює її моменту інерції відносно центральної осі z, паралельної даній осі z', додатому до добутку маси системи на квадрат відстані між осями.

Із цієї рівності видно, що момент інерції відносно центральної осі найменший порівняно з усіма моментами інерції відносно паралельних їй осей.

Запитання для самоконтролю

1.  Що називається механічною системою?

2.  Як класифікуються всі сили, що діють на систему? Їх означення.

3.  Назвати властивості внутрішніх сил.

4.  Як визначається маса системи, її центр мас?

5.  Дати означення моменту інерції тіла відносно осі, навести формули його визначення через координати точок тіла.

6.  Що називається радіусом інерції?

7.  Як визначаються моменти інерції однорідних тіл: тонкого стержня, тонкого круглого кільця, круглої платівки або циліндра радіусом R, кулі, конуса?

8.  Довести, як визначається момент інерції тіла відносно паралельних осей.

Лекція 30
Теореми про зміну кількості руху точки та системи і теореми про зміну моменту кількості руху точки та системи
План

1.  Кількість руху матеріальної точки. Імпульс сили.

2.  Теорема про зміну кількості руху точки.

3.  Кількість руху системи.

4.  Теорема про зміну кількості руху системи. Закон збереження кількості руху системи.
5.  Теорема про зміну моменту кількості руху точки (теорема моментів).

6.  Головний момент кількості руху системи.

7.  Теорема про зміну головного моменту кількості руху системи (теорема моментів).

Для розв’язання багатьох задач динаміки (особливо в динаміці системи) замість безпосереднього інтегрування диференціальних рівнянь руху здається ефективнішим користуватись загальними теоремами, які є висновками основного закону динаміки.

Їх значення полягає в тому, що вони встановлюють наочні залежності між відповідними динамічними характеристиками тіл. Крім того, застосування теорем позбавляє необхідності інтегрувати й цим самим спрощує процес розв’язання задачі.

Перейдемо до розгляду загальних теорем динаміки.

1. Кількість руху матеріальної точки. Імпульс сили

Кількість руху – одна із основних динамічних характеристик руху точки.

Кількістю руху матеріальної точки називається векторна величина 
[image: image1497.wmf]v

m

, яка дорівнює добутку маси точки на її швидкість. Цей вектор 
[image: image1498.wmf]v

m

 напрямлений так само, як і швидкість точки, тобто по дотичній до її траєкторії. Одиниця вимірювання в системі СІ – 1кг∙м/с=1 Н∙с.
Для характеристики дії сили на тіло за деякий проміжок часу вводиться поняття імпульсу сили.

Елементарним імпульсом сили називається векторна величина 
[image: image1499.wmf]S

d

, яка дорівнює добутку сили 
[image: image1500.wmf]F

 на елементарний проміжок часу dt:
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Напрямлений елементарний імпульс уздовж лінії дії сили.

Імпульс 
[image: image1502.wmf]S

 будь-якої сили 
[image: image1503.wmf]F

 за кінцевий проміжок часу 
[image: image1504.wmf]1
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 дорівнює:
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 EMBED Equation.3  [image: image1506.wmf]ò
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Отже, імпульс сили за деякий кінцевий проміжок часу 
[image: image1507.wmf]1

t

 дорівнює визначеному інтегралу від елементарного імпульсу, взятому від нуля до 
[image: image1508.wmf]1
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.

Зокрема, якщо 
[image: image1509.wmf]F

– величина стала (
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=const), то:
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У загальному випадку модуль імпульсу може бути обчислений за його проекціями на координатні осі:


[image: image1512.wmf],

dt

F

S

1

t

0

x

x

ò

=

 
[image: image1513.wmf],

dt

F

S

1

t

0

y

y

ò

=

 
[image: image1514.wmf].

dt

F

S

1

t

0

z

z

ò

=


Одиницею вимірювання імпульсу в системі СІ є 1 кгּм/с = 1 Нּс, тобто така, як і кількості руху.

2. Теорема про зміну кількості руху точки

Оскільки 
[image: image1515.wmf]dt
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, то основний закон динаміки можна записати у вигляді:  
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Це рівняння виражає одночасно теорему про зміну кількості руху в диференціальній формі: похідна від кількості руху точки за часом дорівнює геометричній сумі всіх сил, що діють на точку.

Нехай точка має в момент часу t=0 швидкість 
[image: image1517.wmf]0

v

, а в момент 
[image: image1518.wmf]1
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 – швидкість 
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. Помножимо обидві частини рівності на dt і візьмемо інтеграл:
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Праворуч інтеграли є імпульсами сил. Тому остаточно:
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Це рівняння виражає теорему про зміну кількості руху точки в кінцевому вигляді: зміна кількості руху точки за деякий проміжок часу дорівнює сумі імпульсів усіх сил, що діють на точку, за той самий проміжок часу.

При розв'язанні задач замість векторного рівняння часто користуються рівняннями в проекціях:
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3. Кількість руху системи

Кількістю руху системи будемо називати векторну величину 
[image: image1523.wmf]Q

, яка дорівнює геометричній сумі (головному вектору) кількості руху всіх точок системи (рис. 1):
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Рис. 1

Із рівності 
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 (див. лекц. 29) виходить, що:
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Беручи із обох частин похідну за часом, отримаємо:

[image: image1528.wmf]å

=

dt

r

d

M

dt

r

d

m

C

k

k

 або 
[image: image1529.wmf]å

=

,

v

M

v

m

C

k

k


звідси:
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v

M

Q

C

=


Тобто кількість руху системи дорівнює добутку маси всієї системи на швидкість її центра мас.

Із формули бачимо, що якщо тіло (або система) рухається так, що центр мас її залишається нерухомим, то кількість руху тіла дорівнює нулю. Наприклад, тіло, яке обертається навколо нерухомої осі, що проходить через його центр мас. Якщо ж рух тіла є складним, то величина 
[image: image1531.wmf]Q

 не залежить від обертального руху навколо центра мас.

4. Теорема про зміну кількості руху системи. Закон збереження кількості руху системи
Нехай система складається із n матеріальних точок. Тоді дістанемо: 
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Остання сума за властивостями внутрішніх сил дорівнює нулю. Крім цього:
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Остаточно маємо:


[image: image1534.wmf]å
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Це рівняння виражає теорему про зміну кількості руху системи в диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху системи дорівнює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, що діють на систему.
У проекціях на координатні осі маємо:
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Нехай у момент часу t=0 кількість руху системи дорівнювала 
[image: image1538.wmf]0
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, а в момент 
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. Тоді після інтегрування отримаємо:
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Це рівняння виражає теорему про зміну кількості руху системи в інтегральній формі: зміна кількості руху системи за деякий проміжок часу дорівнює сумі імпульсів усіх зовнішніх сил, що діють на систему, за той самий проміжок часу.
У проекціях на координатні осі будемо мати:
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 EMBED Equation.3  [image: image1543.wmf],
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Із теореми про зміну кількості руху системи можна зробити висновки:

1. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю:
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тоді 
[image: image1546.wmf]Q

=const. Отже, якщо сума всіх зовнішніх сил, які діють на систему, дорівнює нулю, то вектор кількості руху системи буде сталим за модулем і напрямком.

2. Якщо зовнішні сили, що діють на систему, такі, що сума їх проекцій на яку-небудь вісь (наприклад, Oх) дорівнює нулю: 
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тоді Qx=const. Таким чином, якщо сума проекцій усіх зовнішніх сил, які діють на систему, на яку-небудь вісь дорівнює нулю, то проекція кількості руху системи на цю вісь є величиною сталою.

Ці результати і виражають закон збереження кількості руху системи. 

5. Теорема про зміну моменту кількості руху точки (теорема моментів)
У деяких задачах замість кількості руху 
[image: image1548.wmf]v

m

 розглядають її момент відносно деякого центра або осі.

Ці моменти визначаються так само, як і моменти сили.

Таким чином, моментом кількості руху точки відносно деякого центра О називається векторна величина 
[image: image1549.wmf])

v

m

(

m

0

, яка визначається рівністю:
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де 
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 – радіус-вектор точки, проведений із центра О.

Момент 
[image: image1552.wmf])
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 напрямлений перпендикулярно площині, яка проходить через 
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 і центр О, а 
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 (рис. 2).

[image: image2163.wmf]A
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Момент кількості руху точки відносно якої-небудь осі Oz, яка проходить через центр О, буде дорівнювати проекції вектора 
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 на цю вісь:
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де γ – кут між вектором 
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 і віссю Oz.

Теорема моментів встановлює, як змінюється з часом 
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. Щоб її довести, продиференціюємо за часом вираз 
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 отримаємо:
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Але 
[image: image1562.wmf]0

v

m

v

=

´

 як векторний добуток двох паралельних векторів, а 
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, або при дії декількох сил 
[image: image1564.wmf]å

=

k

F

F

, тоді:


[image: image1565.wmf](

)

F

r

v

m

r

dt

d

´

=

´

 або 
[image: image1566.wmf](

)

[

]

(

)

.

F

m

v

m

m

dt

d

0

0

=


Отже, ми довели теорему моментів відносно центра: похідна за часом від моменту кількості руху точки, взятого відносно якого-небудь нерухомого центра, дорівнює моменту сили, що діє на точку, відносно того самого центра.

Якщо спроектувати обидві частини останнього рівняння на яку-небудь вісь Oz, яка проходить через центр О, то отримаємо:
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Це рівняння виражає теорему моментів відносно осі.

Якщо 
[image: image1568.wmf](
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, тобто якщо момент сили відносно деякого центра дорівнює нулю, то момент кількості руху точки відносно цього центра є величиною сталою.

6. Головний момент кількості руху системи

Головним моментом кількості руху (або кінетичним моментом) системи відносно даного центра О називається величина 
[image: image1570.wmf]0
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, яка дорівнює геометричній сумі моментів кількості руху всіх точок системи відносно цього центра:
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Аналогічно визначаються моменти кількості руху системи відносно координатних осей:
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При цьому Kx, Ky i Kz – проекції вектора 
[image: image1575.wmf]0
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 на координатні осі.

Головний момент кількості руху (кінетичний момент) системи може розглядатися як характеристика її обертального руху.

Якщо тіло обертається навколо осі з кутовою швидкістю ω, то швидкість точки, розміщеної на відстані hk від осі обертання, дорівнює 
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, тоді для неї 
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[image: image1578.wmf](
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Величина в дужках є не що інше, як момент інерції тіла відносно осі z. Остаточно:
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Таким чином, кінетичний момент тіла, яке обертається, відносно осі обертання дорівнює добутку моменту інерції тіла  відносно цієї осі на кутову швидкість тіла.

Ця формула справедлива і для повороту тіла навколо миттьової осі обертання 
[image: image1580.wmf]l
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 з кутовою швидкістю ω, отже:
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7. Теорема про зміну головного моменту кількості руху системи (теорема моментів)
Теорема моментів, доведена для однієї матеріальної точки, справедлива для кожної точки системи.

Якщо розглянути точку системи масою mk, яка має швидкість 
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, то будемо мати:
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де 
[image: image1584.wmf]e
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 і 
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 – рівнодійні всіх зовнішніх i внутрішніх сил.

Для всіх точок системи:
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Остання сума за властивостями внутрішніх сил дорівнює нулю. Тоді:
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Ця рівність виражає теорему моментів системи: похідна за часом від головного моменту кількості руху системи відносно деякого нерухомого центра дорівнює сумі моментів всіх зовнішніх сил системи відносно цього самого центра.

Проектуючи обидві частини рівності на нерухомі осі Oxyz, отримаємо:
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Розглянуті вище теореми мають важливе значення. У кінематиці було показано, що рух твердого тіла в загальному випадку складається із поступального руху разом з полюсом і обертального навколо нього. Якщо за полюс взяти центр мас, то поступальна частина руху тіла може бути вивчена за допомогою теореми про зміну кількості руху (про рух центра мас), а обертальна – за допомогою теореми моментів.

Запитання для самоконтролю

1. Що називається кількістю руху матеріальної точки? Одиниці її вимірювання.

2. Дати означення елементарного імпульсу сили.

3. Чому дорівнює імпульс сили за кінцевий проміжок часу? У випадку 
[image: image1591.wmf]F

= const?

4. Сформулювати та довести теорему про зміну кількості руху матеріальної точки.

5. Що називається кількістю руху системи?

6. Вивести формулу визначення кількості руху системи.

7. Сформулювати і довести теорему про зміну кількості руху системи.

8. Викласти закон збереження кількості руху системи.

9. Дати означення моменту кількості руху точки відносно центра та осі.

10. Сформулювати і довести теорему про зміну моменту кількості руху точки відносно центра та осі.

11. Як визначається кінетичний момент системи відносно центра та осі?

12. Сформулювати та довести теорему про зміну кінетичного моменту системи.

Лекція 31
Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної точки і системи
План

1.  Робота сили. Потужність.

2.  Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки.

3.  Кінетична енергія системи.

4.  Теорема про зміну кінетичної енергії системи.

1. Робота сили. Потужність

Для характеристики дії сили на тіло на деякому його переміщенні вводиться поняття роботи сили. Спочатку зауважимо про елементарну роботу.

Елементарною роботою сили 
[image: image1592.wmf]F

, прикладеної в точці М (рис. 1), називається скалярна величина, що дорівнює:
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де Fτ – проекції сили 
[image: image1594.wmf]F

 на дотичну Mτ до траєкторії точки М, напрямлену в бік переміщення цієї точки (або проекція 
[image: image1595.wmf]F

 на напрямок швидкості 
[image: image1596.wmf]v

 точки М); ds – модуль елементарного переміщення точки М 
[image: image1597.wmf]).
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Якщо розкласти силу 
[image: image1598.wmf]F

 на складові 
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 і 
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, то змінювати модуль швидкості буде 
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, оскільки 
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 (складова 
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 змінює напрямок вектора швидкості 
[image: image1604.wmf]v
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Із рис. 1 бачимо, що 
[image: image1605.wmf]α
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, де α – кут між 
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 і Mτ. Тоді маємо, що
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Якщо кут α гострий, то робота додатня, якщо α=0, то 
[image: image1608.wmf]Fds
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Якщо кут α тупий, то робота від'ємна. При α=1800 
[image: image1609.wmf]Fds
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.

Якщо α=900, тобто якщо сила напрямлена перпендикулярно переміщенню, то елементарна робота сили дорівнює нулю.

Знак роботи містить у собі такий зміст: робота додатня, коли складова 
[image: image1610.wmf]t

F

 напрямлена в бік руху (сила прискорює руху); робота від'ємна, коли складова 
[image: image1611.wmf]t

F

 напрямлена в бік, протилежний руху (сила сповільнює рух).

Якщо врахувати, що 
[image: image1612.wmf]r
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, де 
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 – вектор елементарного переміщення точки, то:
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Отже, елементарна робота сили дорівнює скалярному добутку сили на вектор елементарного переміщення точки її прикладання.

Виразимо скалярний добуток через проекції на координатні осі:
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де x, y, z – координати точки прикладання сили 
[image: image1616.wmf]F

.

Робота сили на будь-якому кінцевому переміщенні M0M1 (рис. 1) обчислюється як границя інтегральної суми відповідних елементарних робіт:
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Отже, робота сили на будь-якому переміщенні M0M1 дорівнює взятому вздовж цього переміщення інтегралу від елементарної роботи.

Якщо сила 
[image: image1619.wmf]t
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 стала (
[image: image1620.wmf]t

F

= const), то, позначаючи M0M1 через s1, отримаємо:
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Зокрема, якщо сила стала за модулем і напрямком (
[image: image1622.wmf]F

=const), а точка, до якої прикладена сила, рухається прямолінійно (рис. 2), то в цьому випадку: 
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Одиницею вимірювання роботи в системі СІ є 1Джоуль (1 Дж = 1 Н∙м = 1кг∙м2/с2).

Потужність. Потужністю називається величина, яка визначає роботу, що здійснює сила за одиницю часу. Якщо робота виконується рівномірно, то 
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де t1 – час, за який виконана робота A.

У загальному випадку:
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Отже, потужність дорівнює добутку дотичної складової сили на швидкість.

Одиницею вимірювання потужності в системі СІ є 1 Ват (1 Вт = 1 Дж/с). У техніці за одиницю потужності часто беруть кінську силу (1 к.с.), яка дорівнює 736 Вт.

Роботу, виконану машиною, можна вимірювати добутком її потужності на час роботи. Звідси 1 кіловат-година (1 кВт∙г = 3,6∙106Дж). 
Із рівності N=Fτv видно, що у двигуна, який має певну потужність, сила тяги Fτ буде тим більшою, чим менша швидкість v.

2. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки

Другою основною динамічною характеристикою руху точки є кінетична енергія.

Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна величина 
[image: image1628.wmf]2

mv

2

, яка дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості.

Одиниця вимірювання її та сама, що й роботи, тобто в системі СІ – 1 Дж. Визначимо залежність між цими величинами.

Нехай матеріальна точка масою m переміщається із положення М0, де вона мала швидкість v0, в положення M1, де її швидкість v1.

Запишемо залежність, яка виражає основний закон динаміки:
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Проектуючи її на дотичну Mτ до траєкторії точки M, напрямлену в бік руху, отримаємо:
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Дотичне прискорення подамо у вигляді:
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У результаті:
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Помножимо обидві частини рівняння на ds і занесемо m під знак диференціалу. Тоді Fkτds=dAk, де dAk – елементарна робота сили 
[image: image1633.wmf]k

F

. У результаті дістанемо вираз для теореми про зміну кінетичної енергії точки в диференціальній формі:
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Проінтегрувавши обидві частини цієї рівності в межах, які відповідають значенням змінних М0 і M1, остаточно знайдемо:
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Це рівняння виражає теорему про зміну кінетичної енергії точки в кінцевому вигляді: зміна кінетичної енергії точки на деякому її переміщенні дорівнює алгебраїчній сумі робіт всіх сил, що діють на точку, на тому ж переміщенні.

Теорема дає можливість, знаючи, як у процесі руху точки змінюється її швидкість, визначити роботу сил (перша задача) або, знаючи роботу сил, що діють на точку, визначити, як змінюється у процесі руху швидкість точки (друга задача динаміки).

3. Кінетична енергія системи

Кінетичною енергією системи називається величина Т, яка дорівнює сумі кінетичних енергій усіх точок системи:


[image: image1636.wmf].
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Кінетична енергія є характеристикою і поступального, і обертального рухів системи.

Кінетична енергія Т – величина скалярна на відміну від кількості руху 
[image: image1637.wmf]Q

 і кінетичного моменту відносно центра 
[image: image1638.wmf]0

K

. Відмінною рисою Т є і те, що на її зміну впливає дія внутрішніх і зовнішніх сил.

Розглянемо, як визначається кінетична енергія тіла в різних випадках руху.

1. Поступальний рух. У цьому випадку всі точки рухаються з однаковими швидкостями, які дорівнюють швидкості центра мас. Отже, vk=vc, тоді:
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[image: image1640.wmf].
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Таким чином, кінетична енергія тіла в поступальному русі дорівнює половині добутку маси тіла на квадрат швидкості його центра мас.

2. Обертальний рух. Якщо тіло обертається навколо осі Oz, то швидкість будь-якої його точки vk=ωhk, де hk – відстань точки від осі обертання, а ω – кутова швидкість тіла. Підставляючи значення у формулу і виносячи спільні множники за дужки, отримаємо:
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Величина в дужках є моментом інерції тіла відносно осі z. Таким чином,


[image: image1642.wmf].
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Кінетична енергія тіла в обертальному русі дорівнює половині добутку моменту інерції тіла відносно осі обертання на квадрат його кутової швидкості.

3. Плоскопаралельний рух. Плоскопаралельний рух тіла можна подати як обертальний рух навколо миттьового центра швидкостей Р (рис. 3). Тоді

[image: image1643.wmf],

2

ω

T

2

p

плоск

Á

=


[image: image2165.wmf]e
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де 
[image: image1644.wmf]p
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 – момент інерції тіла відносно осі, яка проходить через миттьовий центр швидкостей; ω – кутова швидкість обертання тіла.

Величина 
[image: image1645.wmf]p

Á

 – змінна, оскільки положення центра Р у процесі руху весь час змінюється. Визначимо цей момент інерції як:
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 де d=PC.

Оскільки Р – миттьовий центр швидкостей, то ωd=ω PC=vc, де vc – швидкість центра мас С (рис. 3), остаточно:
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Отже, у плоскопаралельному русі кінетична енергія тіла дорівнює енергії поступального руху зі швидкістю центра мас та енергії обертального руху навколо центра мас.

4. Теорема про зміну кінетичної енергії системи

Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки справедлива для будь-якої точки системи. Отже, якщо розглянути довільну точку системи масою mk, яка має швидкість vk, то:
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де 
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 і 
[image: image1650.wmf]i

k

dA

 – елементарні роботи зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на точку. Або для всіх точок системи:
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[image: image1652.wmf].
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Ця рівність виражає теорему про зміну кінетичної енергії системи в диференціальній формі.

Проінтегрувавши обидві частини рівності в границях, які відповідають переміщенню системи із початкового положення, де кінетична енергія дорівнювала T0, у положення, де значення кінетичної енергії дорівнює T1, отримаємо:
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Ця рівність виражає теорему про зміну кінетичної енергії системи в інтегральній формі: зміна кінетичної енергії системи на деякому її переміщенні дорівнює сумі робіт на цьому переміщенні всіх зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до системи.

Внутрішні сили тут залишаються. Так, нехай 
[image: image1654.wmf]i

12

F

 і 
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 – сили взаємодії між точками В1 і В2, тоді 
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 (рис. 4). Але при цьому точка В1 може переміщатись у напрямку до В2, а В2 – у напрямку до В1. Тоді робота кожної сили буде додатня, і сума їх робіт не дорівнюватиме нулю.

[image: image2166.wmf]z

Тільки у випадку незмінної системи будемо мати, що сума робіт усіх внутрішніх сил дорівнює нулю, тоді:
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Незмінними системами називають такі, у яких відстань між кожними двома її точками за весь час руху залишається сталою.

Запитання для самоконтролю

1.  Дати означення елементарної роботи. Формула визначення та її аналіз.

2.  Як визначається робота на кінцевому переміщенні точки?

3.  Що таке потужність? За якою формулою вона визначається? Одиниці її вимірювання.

4.  Що називається кінетичною енергією точки? Одиниці її вимірювання.

5.  Сформулювати і довести теорему про зміну кінетичної енергії точки.

6.  Як визначається кінетична енергія поступального, обертального і плоскопаралельного рухів тіла?

7.  Сформулювати і довести теорему про зміну кінетичної енергії системи.

Лекція 32
Теорема про рух центра мас. Застосування загальних теорем динаміки до руху твердого тіла

План

1.  Диференціальні рівняння руху системи.

2.  Теорема про рух центра мас системи. Закон збереження руху центра мас.

3.  Диференціальні рівняння обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі.

4.  Диференціальні рівняння плоскопаралельного руху твердого тіла.

1. Диференціальні рівняння руху системи

Для k-ої матеріальної точки системи масою mk, яка має прискорення 
[image: image1659.wmf]k
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, маємо:
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Аналогічний результат будемо мати для будь-якої точки системи, отже:
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де 
[image: image1662.wmf]e
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 і 
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 – рівнодійні всіх зовнішніх і внутрішніх сил, які діють на точку.

Ці рівняння є диференціальними рівняннями руху системи у векторній формі (
[image: image1664.wmf]k
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). Сили в загальному випадку можуть залежати від часу, координат точок системи і їх швидкостей.

Якщо спроектувати ці рівності на які-небудь координатні осі, отримаємо диференціальні рівняння руху системи в проекціях на координатні осі.

Повний розв'язок другої задачі динаміки для системи полягає в тому, щоб, знаючи задані сили і накладені в'язі, проінтегрувати відповідні диференціальні рівняння і визначити в результаті закон руху кожної із точок системи та реакції в'язі. Але досить часто не виникає необхідності в знаходженні закону руху кожної точки, а достатньо знайти характеристики, які визначають рух системи в цілому. У цьому випадку частіше застосовують загальні теореми динаміки.

2. Теорема про рух центра мас системи. Закон збереження руху центра мас

У ряді випадків для визначення характеру руху системи (особливо твердого тіла) необхідно знати закон руху її центра мас.

Давайте знайдемо цей закон. Для цього звернемось до диференціальних рівнянь руху системи і додамо почленно ліві й праві частини, отримаємо:
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Знаючи, що 
[image: image1666.wmf]å

=

k

k

c

r

m

M

1

r

 або 
[image: image1667.wmf]C

k

k

r

M

r

m

=

å

 (див. лекц. 29), візьмемо із обох частин другу похідну за часом:
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де 
[image: image1670.wmf]C
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 – прискорення центра мас системи.

Оскільки за властивістю внутрішніх сил 
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, то остаточно:
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Це рівняння і виражає теорему про рух центра мас системи:  добуток маси системи на прискорення її центра мас дорівнює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, що діють на систему.

Або ще теорема має таке формулювання: центр мас системи рухається як матеріальна точка, маса якої дорівнює масі всієї системи і до якої прикладені всі зовнішні сили системи.

Проектуючи цю рівність на координатні осі, отримаємо:
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 EMBED Equation.3  [image: image1675.wmf].
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Це диференціальні рівняння руху центра мас системи.

Із теореми маємо такі висновки:

1.  Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю:
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Отже, якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю, то центр мас цієї системи рухається зі сталою за модулем і напрямком швидкістю, тобто рівномірно і прямолінійно.

2.  Якщо сума всіх зовнішніх сил не дорівнює нулю, але сума їх проекцій на якусь вісь (нехай Ox) дорівнює нулю:
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Отже, якщо сума проекції всіх зовнішніх сил, що діють на систему, на яку-небудь вісь дорівнює нулю, то проекція швидкості центра мас на цю вісь буде величиною сталою.

Ці результати виражають закон збереження руху центра мас системи.
Застосовуючи теорему про рух центра мас системи, можна знайти закон руху її центра мас, якщо відомі зовнішні сили, і навпаки, визначити головний вектор зовнішніх сил, знаючи закон руху центра мас.

3. Диференціальні рівняння обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі

[image: image2167.wmf]e
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Розглянемо питання про застосування загальних теорем динаміки до задач руху абсолютно твердого тіла. Оскільки вивчення поступального руху твердого тіла зводиться до задач динаміки точки, то розпочнемо з обертального руху твердого тіла.

Нехай на тверде тіло, яке має нерухому вісь обертання z (рис. 1), діє система заданих сил 
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. Одночасно на тіло діють реакції підшипників 
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. Щоб виключити із рівняння руху ці наперед невідомі сили, скористаємось теоремою моментів відносно осі z. Оскільки моменти сил 
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 відносно z дорівнюють нулю, то дістанемо: 
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Будемо називати величину Mz обертальним моментом. Підставляючи в попередню рівність значення 
[image: image1691.wmf]ω
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, маємо:
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Це рівняння називається диференціальним рівнянням обертального руху твердого тіла. Із нього виходить, що добуток моменту інерції тіла відносно осі обертання на кутове прискорення дорівнює обертальному моменту:


[image: image1694.wmf].
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При даному Mz чим більший момент інерції тіла, тим менше кутове прискорення.

Часткові випадки:

1. Якщо Mz=0, то ω=const, тобто тіло обертається рівномірно.

2. Якщо Mz=const, то ε=const, тобто тіло обертається рівнозмінно.

4. Диференціальні рівняння плоскопаралельного руху твердого тіла

[image: image2168.wmf]B

R

Положення тіла, яке здійснює плоскопаралельний рух, визначається в будь-який момент часу положенням полюса і кутом повороту навколо нього. Задачі динаміки розв’язуються найпростіше, якщо за полюс обрати центр мас С тіла (рис. 2) і визначити положення тіла координатами xc, yc і кутом φ.

Нехай на тіло діють зовнішні сили 
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. Тоді рівняння руху точки С знайдемо із теореми про рух центра мас:
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а обертальний рух навколо центра С визначається рівністю:
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У проекціях на координатні осі дістанемо рівняння:
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Ці рівняння є диференціальними рівняннями плоско-паралельного руху твердого тіла.

За їх допомогою можна за заданими силами визначити закон руху тіла або, знаючи закон руху тіла, знайти головний вектор і головний момент сил.

У випадку невільного руху, коли траєкторія центра мас відома, рівняння руху точки С зручніше скласти в проекціях на дотичну τ і головну нормаль n до траєкторії.

Тоді отримаємо:
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де ρ – радіус кривизни траєкторії центра мас.

Якщо рух невільний, то в праві частини рівняння увійдуть ще і реакції в'язі.

Запитання для самоконтролю

1.  Записати диференціальні рівняння руху системи.

2.  Сформулювати та довести теорему про рух центра мас системи.

3.  Записати диференціальні рівняння руху центра мас системи.

4.  Викласти закон збереження руху центра мас.

5.  Вивести диференціальне рівняння обертального руху твердого тіла.

6.  Записати диференціальні рівняння плоскопаралельного руху тіла в координатній і натуральній формах.

Лекція 33
Загальні принципи механіки
План

1. Принцип ДʼАламбера. Головний вектор і головний момент сил інерції.

2. Принцип можливих переміщень.

3. Загальне рівняння динаміки (принцип ДʼАламбера–Лагранжа).

1. Принцип ДʼАламбера. Головний вектор і головний момент сил інерції

До цього для розв’язання задач динаміки ми користувались диференціальними рівняннями, які виходили із основного закону динаміки. Це не єдиний шлях. Можна в основу розв’язків покласти загальні положення, які називаються принципами механіки.

Розпочнемо з принципу ДʼАламбера. 

Нехай на точку масою m діє система активних сил, рівнодійну яких ми позначимо через 
[image: image1709.wmf]a
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, і реакція в'язі 
[image: image1710.wmf]N

 (якщо точка невільна). Під дією цих сил точка буде рухатись по відношенню до інерціальної системи відліку з деяким прискоренням 
[image: image1711.wmf]a
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Введемо величину 
[image: image1712.wmf]a
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, яка має розмірність сили. Векторну величину, яка дорівнює за модулем добутку маси точки на її прискорення і напрямлена в бік, протилежний цьому прискоренню, називають силою інерції точки.

Тоді рух точки має таку властивість: якщо в будь-який момент часу до активних сил і реакцій в'язі, які діють на точку, приєднати силу інерції, то здобута система буде зрівноваженою, тобто:
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Це положення і виражає принцип Даламбера для матеріальної точки.
Це твердження еквівалентне другому закону Ньютона для цієї точки:
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Розглянемо механічну систему, яка складається із n точок. Нехай точка масою mk під дією прикладених до неї зовнішніх і внутрішніх сил 
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 (в які входять і активні сили, і реакції в’язей) рухається по відношенню до інерціальної системи з прискоренням 
[image: image1717.wmf]k
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. Позначивши силу інерції 
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, маємо:
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тобто 
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k

F

, 
[image: image1721.wmf]i

k

F

 і 
[image: image1722.wmf]ін

k

F

 утворюють зрівноважену систему сил.

Аналогічні результати будуть для всіх точок системи. Отже, принцип ДʼАламбера для системи: якщо в будь-який момент часу до кожної із точок системи, крім зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на неї, приєднати відповідні сили інерції, то здобута система буде зрівноваженою і до неї можна застосовувати всі рівняння статики.

Із принципу ДʼАламбера можна дістати всі загальні теореми динаміки.

Із статики відомо, що для системи, яка перебуває у рівновазі, геометрична сума всіх сил і сума їх моментів відносно будь-якого центра дорівнюють нулю. Тоді на основі принципу ДʼАламбера:
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Введемо позначення:
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Величини 
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 – це головний вектор і головний момент відносно центра O системи сил інерції. Тоді, ураховуючи, що геометрична сума внутрішніх сил і сума їх моментів дорівнює нулю, отримаємо:
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Використання цих рівнянь спрощує розв’язок задач динаміки.

Порівнюючи рівняння (1) з рівнянням 
[image: image1730.wmf]å
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 (виражає теорему про рух центра мас), знайдемо, що:
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тобто головний вектор сил інерції механічної системи (зокрема твердого тіла) дорівнює добутку маси системи (тіла) на прискорення центра мас і напрямлений протилежно цьому прискоренню.

Якщо прискорення 
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 розкласти на дотичне і нормальне, то вектор 
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 розкладеться на складові:
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Нормальну складову сили інерції називають відцентровою силою інерції. 

Порівнюючи рівняння (2) з рівнянням 
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 (виражає теорему моментів), отримуємо:
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тобто головний момент сил інерції механічної системи (твердого тіла) відносно деякого центра O або осі z дорівнює взятій зі знаком „–” похідній за часом від кінетичного моменту системи (тіла) відносно того самого центра або тієї самої осі.

У випадку плоскопаралельного руху система сил інерції тіла зводиться до рівнодійної 
[image: image1739.wmf]ін
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, прикладеної в центрі мас, і пари з моментом 
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 (напрямок Мін протилежний ε).

2.  Принцип можливих переміщень
Можливим переміщенням механічної системи будемо називати будь-яку сукупність елементарних переміщень точок цієї системи із положення, яке вона займає в даний момент часу і які допускаються всіма в’язями, накладеними на систему.

Слід розрізняти дійсне переміщення 
[image: image1741.wmf]r
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 точки, яке вона здійснює за елементарний проміжок часу dt, і можливе переміщення 
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, яке точка не виконує, а тільки могла б виконати, не порушуючи накладених на неї в’язей.

Введемо деякі поняття.

Можливою роботою називається робота, яку точка могла б виконати на переміщенні, яке збігається з можливим переміщенням цієї точки. Можливу роботу активних сил 
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), а можливу роботу реакції в’язі 
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Ідеальними називаються в’язі, для яких сума елементарних робіт їх реакцій на будь-якому можливому переміщенні системи дорівнює нулю, тобто:
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Для визначення необхідної умови рівноваги доведемо, що якщо механічна система з ідеальними в’язями перебуває під дією прикладених сил у рівновазі, то при будь-якому можливому переміщенні системи повинна виконуватись рівність:
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де αk – кут між силою і можливим переміщенням.

Позначимо рівнодійну всіх (і зовнішніх, і внутрішніх) активних сил і реакцій в’язей, які діють на точку Bk, відповідно, 
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 і 
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. Тоді, оскільки кожна точка перебуває в рівновазі, то 
[image: image1754.wmf]0

N

F

k

a

k

=

+

, а отже, і сума їх робіт на будь-якому переміщенні точки Bk теж буде дорівнювати нулю, тобто 
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. Склавши такі рівняння для всіх точок і додавши їх почленно, отримаємо:
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Але оскільки в’язі ідеальні, а 
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 є можливим переміщенням точки Bk, то друга складова за умовою дорівнює нулю. Тоді рівність 
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 виражає умову рівноваги системи.

Принцип можливих переміщень: для рівноваги механічної системи з ідеальними в’язями необхідно і достатньо, щоб сума елементарних робіт усіх активних сил, що діють на неї, на будь-якому можливому переміщенні системи дорівнювала нулю.

Подамо зазначену рівність в аналітичній формі:
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Принцип можливих переміщень встановлює загальну умову рівноваги механічної системи, яка не вимагає розгляду рівноваги окремих частин цієї системи і дозволяє при ідеальних в’язях виключити всі наперед невідомі реакції в’язей.

3.  Загальне рівняння динаміки (принцип ДʼАламбера–Лагранжа)

Принцип можливих переміщень дає загальний метод розв’язання задач статики. З іншого боку, принцип ДʼАламбера дозволяє використовувати методи статики для розв’язання задач динаміки. Отже, застосовуючи ці два принципи одночасно, ми можемо дістати загальний метод розв’язання задач динаміки.

Розглянемо систему матеріальних точок, на яку накладені ідеальні в’язі. Якщо до всіх точок системи, крім активних сил 
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 і реакції в’язей 
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, додати відповідні сили інерції 
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, то згідно з принципом ДʼАламбера здобута система буде перебувати в рівновазі. Тоді, скориставшись принципом можливих переміщень, знайдемо:
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Але остання сума за умовою (ідеальні в’язі) дорівнює нулю, і остаточно маємо:
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Звідси принцип ДʼАламбера–Лангранжа: при русі механічної системи з ідеальними в’язями в кожний момент часу сума елементарних робіт усіх активних сил і всіх сил інерції на будь-якому можливому переміщенні системи буде дорівнювати нулю.

Це рівняння виражає принцип ДʼАламбера–Лагранжа і називається загальним рівнянням динаміки.

В аналітичній формі маємо:
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Ці рівняння дають змогу складати диференціальні рівняння руху механічної системи.

Запитання для самоконтролю

1.  Сформулювати принцип ДʼАламбера для матеріальної точки.

2.  Сформулювати принцип ДʼАламбера для механічної системи.

3.  Що називається можливим переміщенням механічної системи?

4.  Дати означення можливої роботи, ідеальних в’язей.

5.  Сформулювати принцип можливих переміщень.

6.  Сформулювати принцип ДʼАламбера–Лагранжа.

МОДУЛЬ 5. ДИНАМІКА МЕХАНІЗМІВ ТА МАШИН
Лекція 34
Вступ до динаміки механізмів
План
1.
 Основні завдання динаміки механізмів і машин.
2. Класифікація сил, що діють у машинах.

3.
 Зведена і зрівноважуюча сили.

4.
 Статична визначуваність механізмів у їх силовому аналізі.

5.
 Методи силового дослідження механізмів.

1. Основні завдання динаміки механізмів та машин
При розгляді питань кінематичного дослідження механізмів ми завжди виходили з того, що рух ведучих ланок заданий, а рух ведених ланок вивчався залежно від законів руху ведучих ланок. При цьому сили, які діють на ланки механізму, і сили, які виникають у процесі руху, не враховували. Таким чином, при кінематичному аналізі дослідження руху механізмів ведеться з урахуванням тільки їх структури і геометричних співвідношень між розмірами їх ланок.

Динамічний аналіз механізмів має своїми завданнями(
а) вивчення впливу зовнішніх сил, сил ваги ланок, сил тертя та сил інерції на ланки механізму, на елементи ланок, на кінематичні пари та нерухомі опори і встановлення способів зменшення динамічних навантажень, які виникають у процесі руху механізму.

б) вивчення режиму руху механізму під дією заданих сил і встановлення способів, які забезпечують задані режими руху механізму.

Перше завдання має назву силового аналізу механізму, а друге – динаміки механізмів. У динамічний аналіз може входити і низка інших завдань, але для їх розв’язання використовується, наприклад, теорія пружності, а в теорії механізмів і машин уважають, що всі ланки абсолютно жорсткі. Тому ці завдання розглядаються в спеціальних курсах.

2. Класифікація сил, що діють у машинах

Отже, завданням динаміки машин є вивчення руху машин з урахуванням сил, що діють у них.

У процесі роботи будь-якої машини всі сили, що діють на її ланки, можна поділити на шість груп(
1) сили корисного опору (
[image: image1766.wmf].
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) – сили опору, подолання яких необхідно для виконання заданого технологічного процесу;
2) рушійні сили (
[image: image1767.wmf]F

) – сили, прикладені до ланок механізму, які виконують додатню роботу;
3) сили шкідливого опору (
[image: image1768.wmf].
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) – сили опору, на подолання яких витрачається додаткова робота зверх тієї, яка необхідна для подолання корисного опору;
Сили опору (шкідливого і корисного) виконують від(ємну роботу.

Сили шкідливого опору, у свою чергу, поділяються на сили тертя і сили опору середовища. Перші можуть бути прикладені лише в кінематичних парах, другі – в будь-яких інших точках ланок механізму;
4) сили ваги (
[image: image1769.wmf]G

) ланок: 

G=m·g,

де m – маса ланки; g – прискорення вільного падіння;
5) сили інерції (
[image: image1770.wmf]ін
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) ланок, які визначаються за формулою(
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де 
[image: image1772.wmf]s
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 – прискорення центра мас ланки;
6) сили реакції (
[image: image1773.wmf]R

) – сили, які виникають у кінематичних парах і є тиском ланок однієї на іншу.

3. Зведена і зрівноважувальна сили

Зведеною 
[image: image1774.wmf]зв

F

 називається сила, умовно прикладена до однієї із точок механізму, робота якої на її елементарному переміщенні дорівнює сумі робіт усіх реальних сил на їх елементарних переміщеннях.

Зазвичай, зведена сила прикладається до кінця кривошипа, а напрямок її обирається перпендикулярним до нього.

Зрівноважувальною силою 
[image: image1775.wmf]зр

F

 називається сила, яка дорівнює зведеній, але напрямлена в протилежний їй бік.
Зрівноважувальна сила зрівноважує зведену, а отже, зрівноважить і всі реальні сили, які діють на ланки механізму, оскільки вони справлють на кривошип таку саму дію, як і зведена сила.

4. Статична визначуваність механізмів у їх силовому аналізі

У процесі силового аналізу механізмів визначаються реакції у всіх кінематичних парах і зрівноважуюча сила. З(ясуємо, чи завжди завдання силового аналізу плоского механізму є статично визначуваним.

Для цього розглянемо, скільки невідомих мають реакції в різних кінематичних парах.
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Рис. 1 

В обертальній кінематичній парі (рис. 1) результуюча реакція проходить через центр шарніра О. Величина і напрямок цієї реакції невідомі. Відома тільки точка прикладання.
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Рис. 2 

У поступальній парі (рис. 2) реакція напрямлена перпендикулярно до осі відносного руху ланок пари. Напрямок реакції відомий, а невідомими є величина і точка прикладання.
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Рис. 3 

У вищих кінематичних парах (рис. 3) точка прикладання і лінія дії реакції відомі (точкою прикладання є точка С дотикання елементів ланок, а лінія дії – нормаль), невідома лише величина.

Отже, реакції в нижчих кінематичних парах мають по дві невідомі, а у вищих – одну. Запишемо умову статичної визначуваності для кінематичних ланцюгів. Оскільки для кожної ланки, яка виконує плоскопаралельний рух, можна написати три рівняння руху, то кількість рівнянь, які ми можемо скласти для n ланок, дорівнює 3n. Кількість невідомих, які треба визначити, буде дорівнювати для пар 5 класу 2р5, а для пар 4 класу – р4.

Отже, кінематичний ланцюг буде статично визначуваним, якщо задовольняється умова:

3n = 2р5 + р4.
Для нижчих пар маємо:

3n = 2р5

або

3n–2р5 = 0.

А це є рівнянням групи Ассура. 
Отже, будь-яка група Ассура є статично визначуваною.

5. Методи силового дослідження механізмів

Якщо при дослідженні до переліку заданих сил не входять сили інерції ланок, то розрахунок називається статичним.

Якщо сили інерції входять у силовий розрахунок механізму, то він називається кінетостатичним.

Розрізняють такі методи силового аналізу(
1) аналітичний (застосовується рідко через свою громіздкість і складність, переважно тоді, коли кінематичне дослідження теж виконувалось аналітичним методом, щоб не втратити точність розрахунків);

2) метод планів сил (найпоширеніший, застосовується тоді, коли задано багато сил і необхідно визначити реакції в кінематичних парах; недоліком є його громіздкість);

3) метод безпосереднього розкладання сил (застосовується тоді, коли задано мало сил (одна чи дві) і необхідно визначити реакції в кінематичних парах);

4) метод жорсткого важеля Жуковського – це графічна інтерпретація методу, що ґрунтується на принципі можливих переміщень; застосовується тоді, коли необхідно визначити лише зрівноважувальну силу, а реакції в кінематичних парах визначати не потрібно.

Запитання для самоконтролю

1.   Які основні завдання висуває динаміка механізмів та машин?

2.   Класифікація сил, що діють у машині, їх коротка характеристика.

3.   Дати означення зведеної і зрівноважувальної сил.

4.   Коли завдання силового аналізу механізму є статично визначуваним?

5.   Перелічити методи силового дослідження механізмів і коротко схарактеризувати їх.

Лекція 35
Силовий аналіз плоских механізмів методом планів
План

1.
 Послідовність силового аналізу механізму ІІ класу.

2.
 Визначення сил інерції ланок.

3.
 Визначення реакцій у кінематичних парах групи Ассура ІІ класу.

4.
 Особливості розрахунку групи Ассура, яка містить поступальну пару.

5.
 Силовий аналіз кривошипа.

1. Послідовність силового аналізу механізму ІІ класу

Приступаючи до силового дослідження механізму, необхідно передусім виконати його структурний аналіз, у процесі якого, зокрема, розподілити його на групи Ассура і ведучий механізм І класу. Кожна група розглядається окремо, починаючи із найвіддаленішої від кривошипа групи.

При силовому дослідженні кожної групи Ассура спочатку визначаються реакції в зовнішніх парах, а потім у внутрішній. Реакції в зовнішніх парах визначаються по частинах. Передусім знаходять дотичні (тангенціальні) складові реакцій (перпендикулярні до ланок) із суми моментів відносно середньої точки діади всіх сил, які діють на кожну із двох ланок. Потім будується план (многокутник) сил для групи Ассура за рівнянням її рівноваги, із якого визначаються нормальні складові реакцій зовнішніх пар. Повні реакції обчислюють як геометричну суму їх нормальної та дотичної складових. Щоб знайти реакції у внутрішній парі групи, будується план сил, що діють на одну ланку, за рівнянням її рівноваги.
Розглядаючи другу, третю і всі наступні діади в реакції кінематичної пари, що з(єднує структурні групи між собою, напрямок змінюється на протилежний.

В останню чергу розглядається рівновага кривошипа й будується план сил для нього.

2. Визначення сил інерції ланок

Із курсу теоретичної механіки відомо, що сили інерції елементарних мас ланки у складному плоскому русі зводяться до результуючої сили інерції:


[image: image1779.wmf]S

ін

a

m

F

-

=


і моменту сил інерції


[image: image1780.wmf]S

ін

ε 

M

Á

-

=

,
де 
[image: image1781.wmf]S
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 – прискорення центра мас; ε – кутове прискорення ланки;   
[image: image1782.wmf]S

Á

 – момент інерції ланки відносно осі, яка проходить через центр мас S.

Знак “мінус” у формулах показує, що сила інерції напрямлена в бік, протилежний прискоренню 
[image: image1783.wmf]S

a

 центра мас ланки, а момент сил інерції Mін – протилежний кутовому прискоренню ланки.

Для спрощення розрахунків силу інерції 
[image: image1784.wmf]ін

F

 і момент сил інерції Mін можна замінити однією силою, яка дорівнює силі 
[image: image1785.wmf]ін
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 і паралельна їй, але прикладена умовно в деякій точці К. Ця точка лежить на перпендикулярі до напрямку повного прискорення 
[image: image1786.wmf]S

a

 і знаходиться на такій відстані h від основи перпендикуляра, що момент прикладеної в ній сили 
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 відносно центра мас S ланки дорівнює моменту Mін(
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звідки:
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Отже, для визначення 
[image: image1790.wmf]ін
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 і Mін необхідно попередньо знайти прискорення 
[image: image1791.wmf]s
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 і ε із плану прискорень.

Нехай маємо ланку АВ (рис. 1, а), для якої побудований план прискорень (рис. 1, б). 
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Рис. 1
Оскільки точка S ділить ланку АВ навпіл, то на плані прискорень відрізок аb поділимо навпіл і знайдемо точку s. Сполучивши її з полюсом, визначимо повне прискорення центра мас:

aS=(πs)·μa.

Величина сили інерції визначиться як:
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де m – маса ланки.

Паралельно відрізку (πs), але в протилежний бік напрямимо 
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. Визначивши величину і напрямок кутового прискорення ε, знайдемо Мін:
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де 
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 – дійсна довжина ланки в метрах.
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Зобразимо Мін у вигляді дугової стрілки (напрямок – за ходом годинникової стрілки). Можемо замінити 
[image: image1798.wmf]ін
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 і Мін на одну 
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, прикладену в точці K на відстані 
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3. Визначення реакцій у кінематичних парах групи Ассура ІІ класу.

Розглянемо завдання про визначення реакцій у кінематичних парах групи Ассура ІІ класу АВС (рис. 2, а).

При цьому відомими є величини сил ваги ланок 
[image: image1801.wmf]2

G

, 
[image: image1802.wmf]3

G

; сил їх інерції 
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; моменти сил інерції 
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. Слід визначити реакції в кінематичних парах А, В, С. 

Складемо рівняння рівноваги групи Ассура. Вона перебуває у рівновазі тоді, коли сума всіх сил, які діють на неї, дорівнює нулю, тобто многокутник сил повинен бути замкнутим. Оскільки напрямки реакцій у точках А і В невідомі, то розкладаємо їх на нормальні (паралельні ланкам) та тангенціальні (перпендикулярні ланкам) складові. У позначенні реакції 
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 перший індекс показує, з боку якої ланки діє реакція, а другий – ланку, на яку діє реакція. Маємо:
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Оскільки реакції у внутрішній кінематичній парі 
[image: image1809.wmf]23
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 і 
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 однакові за модулем і протилежні за напрямком, то їх можна виключити з рівняння. Тоді дістанемо:
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З метою визначення дотичної складової 
[image: image1812.wmf]t
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 реакції складемо рівняння моментів відносно точки В (середньої точки діади) всіх сил, що діють на ланку 2(
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Рис. 2

У цьому рівнянні тільки одне невідоме – 
[image: image1816.wmf]t
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. Плечі сил вимірюються безпосередньо на схемі.

Із рівняння маємо:
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Аналогічно визначаємо реакцію
[image: image1818.wmf]t
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, склавши рівняння моментів відносно точки В усіх сил, які діють на третю ланку (
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звідки :
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Якщо отримати від(ємне значення реакції, то на схемі її напрямок закреслюють і змінюють на протилежний. Нехай 
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 зі знаком “–”.

Щоб знайти нормальні складові
[image: image1822.wmf]n
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 та 
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, будуємо план (многокутник) сил. Для цього із довільної точки К відкладаємо відому дотичну реакцію в точці А. Масштаб побудови обчислюємо за формулою:
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З кінця цього вектора в будь-якій послідовності в обраному масштабі відкладаємо решту сил, а передостанньою – 
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. Потім через кінець цього вектора та з полюса перпендикулярно дотичним складовим проводимо прямі (напрямки нормальних реакцій 
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), точка перетину яких визначить їх величини і замкне многокутник.

Повні реакції визначаємо як геометричні суми їх дотичних і нормальних складових:
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Дійсні значення реакцій:
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Отже, реакції в зовнішніх кінематичних парах визначені. Щоб визначити реакцію у внутрішній кінематичній парі, запишемо умову рівноваги для кожної ланки окремо:
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У кожному рівнянні невідомо тільки по одній силі. Будуємо за цими рівняннями плани сил і визначимо невідомі сили як замикальні вектори многокутників (рис. 2, в).

Як бачимо, ці реакції (
[image: image1834.wmf]23
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 i 
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) однакові за величиною, паралельні, але протилежні за напрямком. Отже, усі побудови виконані правильно. Побудова планів сил для обох ланок є своєрідною перевіркою правильності розв(язання задачі.

4. Особливості розрахунку групи Ассура, яка містить поступальну пару

Послідовність силового аналізу такої групи Ассура нічим не відрізняється від аналізу діади з одними обертальними парами, за винятком того, що напрямок реакції 
[image: image1836.wmf]43
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 буде відомий: перпендикулярний до напрямної поступальної пари (рис. 3).
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Рис. 3

Цю реакцію не треба розкладати на складові, а отже, і складати рівняння моментів сил, що діють на ланку 3. Решта розрахунків виконується аналогічно двоповідковій групі Ассура.
5. Силовий аналіз кривошипа

Кривошип, зазвичай, зрівноважений, оскільки обертається рівномірно навколо осі. Отже, його сили інерції 
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 при силовому дослідженні не враховуються.

Складемо умову рівноваги кривошипа (рис. 4, а):
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Рис. 4
Реакція 
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 відома за величиною і напрямком (
[image: image1843.wmf]21
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= –
[image: image1844.wmf]12

R

). Отже, в цьому рівнянні дві невідомі( зрівноважуюча сила (напрямлена перпендикулярно до кривошипа) і реакція 
[image: image1845.wmf]01
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 (напрямлена вздовж кривошипа). Оскільки на кривошип діють три сили, то вони повинні перетинатися в одній точці відповідно до теореми про три непаралельні сили (див. лекц. 3). Дві із них прикладені до точки А, а тому і третя сила 
[image: image1846.wmf]01
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 повинна пройти через точку А. 

За рівнянням рівноваги будуємо план сил і визначаємо величини сил Fзр та R01 (рис. 4, б).

Дійсні значення сил(
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Щоб знайти ведучий момент, перемножимо величину зрівноважуючої сили на довжину кривошипа 
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Запитання для самоконтролю

1.  Яка послідовність силового аналізу механізму ІІ класу?

2.  Як визначити силу інерції та момент сили інерції ланки механізму?

3.  Визначення дотичних та нормальних реакцій у зовнішніх кінематичних парах групи Ассура.

4.  Як визначається реакція у внутрішній кінематичній парі групи Ассура?
5.  Особливості силового аналізу групи Ассура з поступальною кінематичною парою.

6.  Силовий розрахунок ведучої ланки.

Лекція 36
Силовий аналіз шарнірного чотириланковика. Метод жорсткого важеля Жуковського
План

1.
 Силовий аналіз шарнірного чотириланковика методом планів сил.

2.
 Метод жорсткого важеля Жуковського.

1. Силовий аналіз шарнірного чотириланковика планів сил
[image: image2169.png]


Визначити реакції в кінематичних парах і зрівноважуючий (ведучий) момент від дії сил: 
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шарнірного чотириланковика, зображеного на рис.1 у масштабі 
[image: image1853.wmf]l
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.

Цей механізм ІІ класу ІІ порядку складається з ведучої групи ОА та однієї групи Ассура АВС.

У зазначеному масштабі 
[image: image1854.wmf]l

μ

 накреслимо групу Ассура і нанесемо всі сили, що діють на неї (рис. 2, а). Оскільки напрямок реакцій у зовнішніх парах невідомий, розкладаємо їх на нормальну та дотичну (тангенціальну) складові: 
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Складемо умову рівноваги групи Ассура (
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Для визначення дотичних складових складемо рівняння моментів відносно точки В усіх сил, що діють на 2 і 3 ланки окремо(
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звідки:
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звідки:
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Отже, 
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напрямлена в бік, протилежний тому, що показано на кінематичній схемі. На кінематичній схемі групи Ассура закреслимо її і змінимо напрямок (див. рис. 2, а).
Для визначення нормальних реакцій будуємо план сил за рівнянням рівноваги групи Ассура (рис. 2, б).
Повні реакції у відкритих кінематичних парах визначаємо геометричною сумою їх нормальної і дотичної складових:
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Визначимо реакцію в точці В. Для цього складемо рівняння рівноваги третьої ланки (де менше діє сил), маємо (
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За цим рівнянням будуємо план сил (рис. 2, в). Як замикальний вектор силового трикутника визначаємо 
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Визначимо дійсні значення реакцій(
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Розглянемо ведучу групу ОА. До неї прикладені сили: 
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 (рис. 3, а).
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а)                                                      б)

Рис. 3
Складемо рівняння рівноваги ведучої групи:
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Вектор 
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 відомий за величиною та напрямком, величини 
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 та 
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 визначає точка перетину їх напрямків (рис. 3, б). 

Дійсні значення сил:


[image: image1882.wmf]F

F

зр

μ

 

F

зр

l

=

;

[image: image1883.wmf]F

R

41

μ

 

R

41

l

=

.

Отже, зрівноважуючий момент:
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2. Метод жорсткого важеля Жуковського
Як ми відзначали вище, метод жорсткого важеля Жуковського застосовується в тому випадку, коли необхідно визначити тільки зрівноважуючу силу і не треба визначати реакцій у кінематичних парах.

Теорема Жуковського. Якщо який-небудь механізм під дією системи сил, прикладених до нього, перебуває в рівновазі, то повернутий на 900 у будь-який бік план швидкостей механізму, який розглядається як жорсткий важіль, що обертається навколо полюса плану і навантажений тими ж силами, прикладеними у відповідних точках плану, теж перебуває в рівновазі.

Цей метод застосовується і для системи, яка не перебуває у рівновазі, досить, крім діючих сил, прикласти сили інерції ланок. Отримана система сил умовно перебуває у рівновазі, тому теорему до неї можна застосувати.

Доведення. В основу доведення покладений принцип можливих переміщень. Жуковський дав графічну інтерпретацію принципу можливих переміщень: робота зведеної сили на її елементарному переміщенні дорівнює сумі робіт реальних сил, що діють у механізмі, на їх елементарних переміщеннях. 

Нехай маємо плоский механізм, до ланок якого прикладені відомі сили. Позначимо сили по точках їх прикладання, тобто сила 
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прикладена в точці В і т. д.

Зведена сила 
[image: image1886.wmf]зв
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 прикладена в точці А (кінці кривошипа) перпендикулярно до нього.

Як відомо з динаміки матеріальної точки та системи, робота сили обчислюється як добуток сили на елементарне переміщення і косинус кута між напрямами сили і швидкості(
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У визначення роботи зведеної сили косинус не ввійшов, оскільки напрямок зведеної сили збігається з напрямком швидкості 
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 точки А.

Розділивши рівняння (1) на dt, дістанемо:
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Нехай для механізму, на який діють зазначені сили, побудований план швидкостей, на якому є відрізок pb, який зображає швидкість 
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точки В (рис. 4). Перенесемо з механізму на план швидкостей у точку b силу 
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. Позначимо кут 
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між напрямками сили 
[image: image1893.wmf]В

F

 і швидкості 
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 через β. Тоді:
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де bk – проекція швидкості 
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 на напрямок сили 
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Якщо силу 
[image: image1899.wmf]В
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 повернути на кут 90○ (у будь-який бік), то проекція швидкості bk стане плечем моменту повернутої сили 
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 відносно полюса р плану швидкостей.

Отже, сума в рівнянні (2) є сумою моментів відносно полюса плану швидкостей усіх сил, перенесених із механізму на план швидкостей і повернутих на кут 90○.

Якщо в рівнянні (2) добуток 
[image: image1901.wmf]A
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 перенесемо в праву частину, то він змінить знак на протилежний, тобто зведена сила стане зрівноважуючою, а сума всіх моментів буде дорівнювати 0:
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Рис. 5

Послідовність визначення зведеної сили методом Жуковського(
1.
 Будується план швидкостей механізму в масштабі 
[image: image1904.wmf]v

μ

.

2.
 У відповідних точках плану швидкостей прикладаються повернуті на 90○ сили, що діють на ланки механізму (включаючи і зрівноважуючу).

3.
Складається сума моментів усіх сил відносно полюса плану швидкостей і визначається зрівноважувальна сила.

Розглянемо як приклад кривошипно-повзунковий механізм, навантажений у відповідних точках силами: 
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. Необхідно визначити зрівноважуючу силу (рис. 5, а).
Для цього побудуємо в масштабі 
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 план швидкостей механізму (рис. 5, б) та прикладемо в точках а, s2 та в, відповідно, сили 
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, повернуті на кут 90○ за ходом годинникової стрілки.

Складемо рівняння моментів усіх прикладених до плану швидкостей сил відносно полюса плану:
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Звідси визначимо шукану зрівноважувальну силу (плечі сил заміряємо безпосередньо на кресленні плану швидкостей):
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Запитання для самоконтролю

1.
 У якій послідовності ведеться кінематичний аналіз шарнірного чотириланковика?

2.
 Теорема Жуковського. Доведення.

3.
 Послідовність визначення зрівноважувальної сили методом Жуковського.

4.
 Розв’язати задачу силового дослідження шарнірного чотириланковика, застосовуючи метод планів та метод Жуковського.

Лекція 37
Тертя в кінематичних парах
План

1. Різновиди та основний закон тертя.

2. Тертя на горизонтальній площині.

3. Тертя на похилій площині.

4. Визначення моменту тертя в обертальній кінематичній парі.

5. Тертя кочення.

6. Переміщення вантажу на котках.

1. Різновиди та основний закон тертя
Сила, яка перешкоджає руху одного тіла по поверхні іншого, називається силою тертя.

Тертя є причиною спрацювання деталей машин і збільшення витрат енергії, палива та мастила.

Тертя буває двох видів (
1) тертя ковзання(
2) тертя кочення.

У механізмах тертя виникає тільки в кінематичних парах. Причому в нижчих кінематичних парах (обертальних, поступальних) відбувається тільки тертя ковзання. У вищих кінематичних парах – або чисте кочення (кулачок, який працює по ролику), або кочення з ковзанням (зубчата пара( кулачок, який працює по площині).

Тертя ковзання за наявністю мастила поділяється на чотири різновиди (
1) сухе(
2) напівсухе(
3) напіврідинне(
4) рідинне.

Сухим називається тертя взагалі без мастила.

Рідинним називається тертя, при якому поверхні, які труться, повністю розділені шаром мастила, і тертя відбувається всередині масляного шару.

Напівсухе і напіврідинне тертя – це тертя з мастилом, при якому поверхні не повністю розділені масляним шаром. Різниця між ними тільки кількісна і залежить від того, який із основних видів переважає.

Основний закон тертя стверджує( сила тертя прямо пропорційна нормальному тиску:


[image: image1919.wmf]fN

F

тр

=

,
де f – коефіцієнт пропорційності, який називається коефіцієнтом тертя ковзання, N – нормальна реакція.

2. Тертя на горизонтальній площині

Нехай тіло вагою
[image: image1920.wmf]G

рівномірно переміщається по горизонтальній площині під дією рушійної сили 
[image: image1921.wmf]F

, яка паралельна цій площині, необхідно визначити цю силу, якщо відомі вага тіла 
[image: image1922.wmf]G

 і коефіцієнт тертя f (рис. 1).

Нанесемо всі сили, що діють на тіло( 
[image: image1923.wmf]G

 – вага тіла, 
[image: image1924.wmf]F

 – рушійна сила, 
[image: image1925.wmf]тр

F

 – сила тертя, яка завжди напрямлена в бік, протилежний руху, і 
[image: image1926.wmf]N

 – нормальна реакція площини. 
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Рис. 1

Проектуючи всі сили на вісь у, маємо:

N=G.
Сума проекцій усіх сил на вісь х дає(
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Тому
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Геометрична сума сили тертя 
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і нормальної реакції 
[image: image1931.wmf]N

 називається повною реакцією.
Повна реакція 
[image: image1932.wmf]R

 відхилена від нормальної реакції 
[image: image1933.wmf]N

 на кут 
[image: image1934.wmf]j

, який називається кутом тертя.
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тобто тангенс кута тертя дорівнює коефіцієнту тертя.

3. Тертя на похилій площині
Нехай тіло лежить на похилій площині (рис. 2). Необхідно визначити величину кута, при якому тіло почне ковзати вниз. 

[image: image1936.png]



Рис. 2
Розкладемо силу ваги 
[image: image1937.wmf]G

 у напрямку нахилу площини та напрямку, перпендикулярному йому. Тоді рушійна сила 
[image: image1938.wmf]α

 

sin

 

G

F

=

, а сила нормального тиску 
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Тіло почне ковзати по площині тоді, коли рушійна сила досягне значення сили тертя, тобто:
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звідки:

[image: image1941.wmf]α
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З іншого боку:
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Тоді 
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Отже, якщо кут нахилу 
[image: image1944.wmf]α

 площини менший кута тертя 
[image: image1945.wmf]j

, то тіло, що лежить на ній, не буде ковзати. Такі площини називають самогальмівними.

4. Визначення моменту тертя в обертальній кінематичній парі

При розгляді тертя в обертальній кінематичній парі користуються різними гіпотезами про розроділення навантаження на поверхні цієї пари. Зокрема, гіпотези запропонували вчені Рейє, Вейсбах та ін.

Нехай вал 1, розміщений у підшипнику 2, перебуває під дією радіальної сили 
[image: image1946.wmf]Q

 і зовнішнього моменту M і обертається зі сталою кутовою швидкістю ω (рис. 3).
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Рис. 3

Тоді при обертанні вала в напрямку, показаному стрілкою, при наявності тертя між валом і підшипником його цапфа буде неначебто “збігати” на підшипник. Допустимо, що в результаті “збігання” цапфи на підшипник дотикання елементів кінематичної пари буде в точці А, де реакція 
[image: image1948.wmf]R

 || силі
[image: image1949.wmf]Q

. На основі раніше встановлених положень повна реакція 
[image: image1950.wmf]R

 повинна бути відхилена від нормалі на кут тертя φ, і величина сили тертя 
[image: image1951.wmf]тр
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 буде дорівнювати(
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оскільки при рівновазі цапфи R=Q.

Момент М, прикладений до цапфи, зрівноважиться моментом  тертя 
[image: image1953.wmf]тр
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, який дорівнює:
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[image: image1955.wmf]j

 

sin

 

r

ρ

=

.
[image: image1956.png]El





Рис. 4
Якщо із центра вала О описати коло радіусом 
[image: image1957.wmf]ρ

 (рис. 4), то повна реакція 
[image: image1958.wmf]R

 буде напрямлена по дотичній до цього кола. Круг радіуса 
[image: image1959.wmf]ρ

 по аналогії з кутом тертя називається кругом тертя.

5. Тертя кочення

Нехай циліндр 1 під дією сили 
[image: image1960.wmf]F

 котиться по горизонтальній площині (рис. 5). Необхідно визначити момент опору перекочуванню. 
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Рис. 5

При нерухомому циліндрі (при відсутності сили 
[image: image1962.wmf]F

) нормальна реакція 
[image: image1963.wmf]N

 площини пройде через центр циліндра О. При перекочуванні циліндра під дією сили 
[image: image1964.wmf]F

 нормальна реакція площини переміститься дещо вперед (на величину k) і буде проходити через точку В.

Визначимо суму моментів усіх сил відносно точки A(
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Звідки:
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де k – коефіцієнт тертя кочення, мм.

Згідно із цією формулою опір коченню прямо пропорційний навантаженню, коефіцієнту тертя кочення і обернено пропорційний радіусу циліндра.

Момент тертя кочення визначається за формулою:
Мк = k N.

6. Переміщення вантажу на котках

Нехай вантаж 
[image: image1968.wmf]Q

 під дією сили 
[image: image1969.wmf]F

 переміщається по котках (рис. 6). Необхідно знайти залежність рушійної сили 
[image: image1970.wmf]F

 від ваги вантажу 
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 (
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 – вага вантажу і платформи, на якій лежить вантаж).
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Рис. 6

Рушійний момент:
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де D – діаметр котків.

Опір коченню буде виникати між котками та опорою (з коефіцієнтом 
[image: image1975.wmf]1

k

) і між котками та платформою (з коефіцієнтом 
[image: image1976.wmf]2

k

).

Нормальний тиск на опору дорівнює вазі вантажу 
[image: image1977.wmf]Q

 та вазі двох котків 
[image: image1978.wmf]G

. Нормальний тиск на котки з боку платформи буде дорівнювати вазі вантажу 
[image: image1979.wmf]Q

.

Отже, повний момент опору коченню дорівнює:
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Рушійний момент дорівнює моменту опору:
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звідки
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D

Q

 

k

G)

(Q

 

k

F

2

1

+

+

=


Запитання для самоконтролю

1.  Яка сила називається силою тертя?

2.
 Різновиди тертя, їх означення.

3.
 Сформулювати основний закон тертя ковзання.

4.
 Як визначається сила тертя тіла, що переміщається по горизонтальній площині?

5.
 Дати поняття куту тертя. Як він визначається?

6.
 Довести, коли тіло починає ковзати вздовж похилої площини.
7.
 Які площини називаються самогальмівними?

8.
 Як визначається сила та момент тертя в обертальній кінематичній парі?

9.
 Як визначається сила тертя кочення?

10. Чому дорівнює момент тертя кочення?

11. Як визначається рушійна сила при переміщенні вантажу на котках?

Лекція 38
Зрівноваження мас, що обертаються навколо осі
План

1.  Типи незрівноваженості відцентрових сил інерції та її наслідки.

2.  Статичне зрівноваження однієї маси.

3.  Статичне зрівноваження декількох мас.

4.  Динамічне зрівноваження мас, що обертаються навколо осі.

1. Типи незрівноваженості відцентрових сил інерції та її наслідки

З метою збільшення продуктивності машини збільшують швидкості руху її ланок. Це веде до зростання прискорень, а отже, і відцентрових сил інерції ланок, що обертаються навколо осі. Причому діють вони не в одному якомусь напрямку, а обертаються разом з ланкою. Незрівноважені сили інерції викликають вібрацію машини, додаткові напруження майже в усіх її ланках, передчасне їх спрацювання, а часом (при резонансі) аварії та поломки. Тому сили інерції необхідно ретельно зрівноважувати.

Особливої актуальності набула ця проблема в наш час, коли створюються машини, ланки яких мають значні маси і обертаються з великими кутовими швидкостями. Сюди треба віднести вали швидкохідних двигунів, барабани центрифуг, турбіни, ротори гіроскопів тощо. Частота деяких із цих деталей досягає 20000 … 50000 об/хв і більше. За цих умов роботи надзвичайно важливим є питання про правильне розподілення мас цих деталей відносно їх осі обертання.

Маси, що обертаються навколо осі, можуть створювати незрівноваженість двох типів: статичну та динамічну. Тому розрізняють статичне та динамічне зрівноваження мас.

Незрівноваженість відцентрових сил інерції, яка виникає від того, що центр мас не лежить на осі обертання, називається статичною.

Незрівноваженість відцентрових сил інерції, яка виникає від того, що маси розподілені нерівномірно вздовж осі обертання, називається динамічною.

2. Статичне зрівноваження однієї маси
Нехай маса m, розміщена на відстані r від осі, обертається з кутовою швидкістю ω навколо нерухомої осі АВ (рис. 1). При цьому маса розвиває силу інерції, яка дорівнює :
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Щоб зрівноважити цю силу інерції, необхідно на осі АВ закріпити противагу, яка буде розвивати таку саму за величиною і протилежну за напрямком силу інерції, тобто:
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Рис. 1

Оскільки:
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Задаючись певною масою 
[image: image1988.wmf]c

m

, визначимо відстань 
[image: image1989.wmf]c
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, на якій треба розмістити противагу від осі обертання:
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Оскільки маса і противага обертаються з однаковою кутовою швидкістю ω, то при визначенні rc вона не бере участі. Це означає, що зрівноваження можна здійснювати при будь-якій швидкості обертання.
А добуток 
[image: image1991.wmf]r

m

 є статистичним моментом маси відносно осі обертання.
Покажемо масу противаги і радіус її віддалення rc від осі на рис. 1.

3. Статичне зрівноваження декількох мас

Розглянемо більш загальний випадок зрівноваження мас. Нехай на одному валу закріплено декілька мас m1, m2 та m3, які обертаються з кутовою швидкістю ω (рис. 2, а).
[image: image1992.png]
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Рис. 2

Сили інерції, які розвиваються цими масами, дорівнюють:
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Умовою статичного зрівноваження ланки є рівність нулю статичних моментів мас (дисбалансів), інакше, результуюча сила інерції мас, що обертаються, повинна дорівнювати нулю:
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де 
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– кутова швидкість обертання ланки; 
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 – елементарна маса; 
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r

 – відстань елементарної маси від осі обертання.

Оскільки 
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, то очевидно:
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За цим рівнянням будуємо многокутник статичних моментів мас (рис. 2, б) і як замикальний вектор визначаємо добуток 
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 противаги. Задаючись однією з цих двох величин (наприклад, 
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), визначимо іншу 
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Напрямок радіуса-вектора 
[image: image2007.wmf]c

r

визначимо із рисунка 2, б.

Противага (зрівноважуюча маса) 
[image: image2008.wmf]c

m

може бути виставлена в будь-якій точці по довжині вала (див. рис. 2, а).

4. Динамічне зрівноваження мас, що обертаються навколо осі

Нехай на одному валу закріплено дві маси m1 та m2, які обертаються з кутовою швидкістю ω (
[image: image2009.wmf]1
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,
[image: image2010.wmf]2

l

 – відстані від площини зведення) (рис. 3, а).

Для зрівноваження динамічних навантажень від моментів сил інерції визначимо моменти 
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Рис. 3

Умовою динамічного зрівноваження ланки є рівність нулю відцентрових моментів мас, або результуючий момент від сил інерції мас, що обертаються, повинен дорівнювати нулю:
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де 
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 – відстань від елементарної маси до площини зведення. 

Якщо 
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За цим рівнянням будуємо многокутних відцентрових моментів мас (рис. 3, б) і як замикальний вектор визначаємо добуток 
[image: image2021.wmf]c
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 противаги. Напрямок векторів обираємо так, щоб, дивлячись уздовж вектора, бачити обертання таким, що відбувається проти ходу годинникової стрілки.

Зрівноважуюча маса може бути встановлена в будь-якій точці вала (див. рис. 3, а). Тоді при певній відстані 
[image: image2022.wmf]с

l

 необхідно дібрати таке значення маси mc і відстані rc від осі, щоб задовольнялась рівність:
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Знак моменту визначиться замикальним вектором многокутника моментів.

Механічний коефіцієнт корисної дії (к.к.д.) машини
План

1.  К.к.д машини при послідовному з’єднанні механізмів.

2.  К.к.д. машини при паралельному з’єднанні механізмів.

3.  К.к.д. машини при змішаному з’єднанні механізмів.

1. К.к.д машини при послідовному з’єднанні механізмів

Механічним коефіцієнтом корисної дії називається відношення абсолютної величини роботи сил корисного опору до роботи всіх рушійних сил: 
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Ураховуючи, що 
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Цю формулу можна записати у вигляді:
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Відношення роботи сил шкідливого опору Аш.о до роботи Ар рушійних сил позначають ψ і називають механічним коефіцієнтом втрат:
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Відповідно до цого останню формулу можна подати так: 

η=1–ψ.

[image: image2174.png]


Нехай маємо n послідовно з’єднаних між собою механізмів (рис. 1). Перший механізм приводиться в рух рушійними силами, що здійснюють роботу Ар. Оскільки корисна робота кожного попереднього механізму, що витрачається на корисний опір, є роботою рушійних сил для кожного наступного, то к.к.д. першого механізму дорівнює: 
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Значення загального коефіцієнта корисної дії машини може бути отримано, якщо перемножити всі окремі к.к.д. механізму η1, η2, …, ηn. Маємо:
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Таким чином, загальний механічний коефіцієнт корисної дії при послідовному з’єднанні механізмів дорівнює добутку к.к.д. окремих механізмів, що утворюють одну спільну систему.

Очевидно, при такому з’єднанні загальний к.к.д. буде меншим найменшого к.к.д. механізму.

2. К.к.д. машини при паралельному з’єднанні механізмів
При паралельному з’єднанні механізмів робота рушійної сили розгалужується на всі паралелі (рис. 2). 

Визначимо к.к.д. кожного механізму. Для першого маємо:
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Рис. 2

Загальний к.к.д. машини визначиться за формулою:
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Очевидно, при такому з’єднанні механізмів загальний к.к.д. буде більшим за найменший і меншим за найбільший к.к.д. механізму.

3. К.к.д. машини при змішаному з’єднанні механізмів
Нехай маємо змішане з’єднання механізмів, тобто таке, коли частина з них з’єднана послідовно, а частина паралельно (рис. 3).
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Рис. 3

К.к.д. кожного розгалуження визначиться за формулами:
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К.к.д. всього механізму визначимо так:
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Отже, із цієї формули виходить, що загальний к.к.д. машини залежить від схеми розподілення енергії, яка була взята за основу при проектуванні механізмів.

Запитання для самоконтролю

1.
 До яких наслідків ведуть незрівноважені відцентрові сили інерції?

2.
 Типи незрівноваженості відцентрових сил інерції ланок, їх означення.

3.
 Як статично зрівноважити одну масу, що обертається навколо осі?

4.
 Яка умова статичної зрівноваженості мас? Пояснити побудову многокутника статичних моментів мас відносно осі обертання.

5.
 Яка умова динамічної зрівноваженості мас, що обертається навколо осі? Пояснити побудову многокутника відцентрових моментів мас.

6.
 Що називається механічним коефіцієнтом корисної дії (к.к.д.)?

7.
 Як визначається к.к.д. машини при послідовному з’єднанні механізмів?

8.
 Як визначається к.к.д. машини при паралельному з’єднанні механізмів?

9.
 Як визначається к.к.д. машини при змішаному з’єднанні механізмів?

Лекція 39
Вступ до теорії регулювання
План

1.  Рівняння руху машини.

2.  Періоди руху машини. Періодичні й неперіодичні коливання кутової швидкості.
3.  Регулювання руху машини за допомогою маховика.

4.  Поняття про регулятори швидкості.

1. Рівняння руху машини

Запишемо рівняння, що виражає теорему про зміну кінетичної енергії машини:
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де Ар – робота рушійних сил; Ао – робота всіх сил опору; 
[image: image2047.wmf]2

mv

2

 – кінетична енергія машини; v0 і v – швидкості на початку і в кінці переміщення.

Запишемо це рівняння у вигляді:
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Величина в дужках є не що інше, як робота сил інерції Аін. Тоді рівняння буде мати вигляд:
Ар–Ао±Аін=0.

Подвійний знак у роботі сил інерції Аін стоїть тому, що кінетична енергія в залежності від значень v і v0 може бути додатною і від’ємною. Далі в рівнянні виділимо окремо роботу Ак.о. сили корисного опору, роботу Атр сил тертя і роботу Ав сил ваги. Тоді рівняння буде мати вигляд: 

Ар–Ак.о.–Атр±Аін±Ав=0.
Робота сил ваги Ав має подвійний знак, оскільки при підніманні загального центра мас ланок машини робота від’ємна, а при опусканні – додатня.

Загальне рівняння руху машини справедливе для будь-якого періоду її роботи.

2.
Періоди руху машини. Періодичні й неперіодичні коливання кутової швидкості 

Рух машини можна розглядати таким, що складається із трьох періодів (рис. 1):

1) розбігу;

2) усталеного руху;

3) вибігу.

Зобразимо тахограму машини – криву ω=ω(t) залежності кутової швидкості ω початкової ланки від часу t.
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Рис. 1

Найтривалішим за часом є період усталеного руху, протягом якого машина виконує певні технологічні операції, тобто здійснює корисну роботу.

Усталений рух, на відміну від інших періодів, характеризується сталою швидкістю руху ведучої ланки. Однак ідеальної стабільної швидкості досягти важко, оскільки багато причин, пов’язаних з конструкцією машини і режимом її роботи, викликають безперервні коливання швидкості. Тому миттьова кутова швидкість вала постійно змінюється  протягом кожного циклу руху, залишаючи сталим своє середнє значення ωср.

Коливання кутової швидкості  викликають порушення режиму технологічного процесу, який виконує машина, а також веде до виникання сил інерції, які є причиною спрацювання ланок. Повністю позбутись коливань неможливо. Але можна встановити межі, в яких буде змінюватись кутова швидкість ведучих валів для періоду усталеного руху. Отже, одним із основних завдань регулювання є обмеження коливань швидкості руху в заданих межах.

Коливання кутової швидкості можуть бути:

а) періодичними;

б) неперіодичними.

Періодичними називаються такі коливання, коли кутова швидкість повторює свої значення через рівні проміжки часу, кратні частоті обертання ланки. Періодичні коливання швидкості спостерігаються в механізмах і машинах, в яких діючі на ланки сили змінюються в певній залежності від кута повороту ведучої ланки (двигуни внутрішнього згорання, поршневі насоси тощо).

Неперіодичні коливання викликаються раптовою зміною притоку енергії до двигуна або сил опору, які долає машина, і не мають певного циклу. Наприклад, такі коливання виникають у сільськогосподарських машинах через різну пухкість ґрунту, в металорізальних верстатах через нерівномірне розподілення припуску на обробку тощо.

Періодичні коливання регулюються за допомогою маховика, а неперіодичні – за допомогою регуляторів швидкостей.

3. Регулювання руху машини за допомогою маховика

Маховик – це колесо з важким ободом 1, яке розвиває значний момент інерції відносно осі обертання (2 – диск, 3 – маточина) (рис. 2).
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Вплив маховика на зменшення коливань кутової швидкості руху ведучої ланки можна пояснити таким чином.

Маховик, будучи насадженим на ведучий вал, обертається з кутовою швидкістю цього вала. Усяка зміна кутової швидкості викликає виникнення моменту сил інерції маховика, який перешкоджає цій зміні.

Чим більший момент інерції маховика, тим більший момент сил інерції, а отже, і опір зміні швидкості. Кінетична енергія маховика при збільшенні кутової швидкості зростає, це має місце у тому випадку, коли робота рушійних сил більша роботи сил опору (Ар>Ао).

Якщо Ар<Ао, то кутова швидкість обертання вала стане зменшуватись. У цьому випадку накопичена раніше маховиком кінетична енергія буде виступати додатковим джерелом енергії, яке сприяє зменшенню амплітуди коливань кутової швидкості.

4. Поняття про регулятори швидкостей

Регуляторами називають пристрої, призначені для автоматичної підтримки неперіодичних коливань кутової швидкості обертання ведучих ланок машини в заданих межах.

Розглянемо схему відцентрового регулятора швидкості (рис. 3).
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Рис. 3

Принцип дії його оснований на використанні сил інерції вантажів, що обертаються, для регулювання притоку палива до двигуна.

До вала регулятора 1, який дістає обертання від двигуна, за допомогою рухомих ланок 4 і муфти 2 підвішені вантажі 3. Відцентрові сили інерції вантажів, які виникають при обертанні регулятора, діють через тяги 5 на муфту 2, яка може ковзати вздовж вала вгору і вниз. Муфта регулятора за допомогою важеля 6 з’єднана з робочим органом – заслінкою 7, яка регулює постачання палива до двигуна.

При порушенні рівності робіт рушійних сил і сил опору, наприклад, при Ар>Ао, кутова швидкість вала двигуна почне зростати. У цьому випадку збільшиться величина сил інерції 
[image: image2051.wmf]ін
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, завдяки чому кулі почнуть розходитись і муфта переміститься вгору. При цьому заслінка 7 опуститься і зменшиться кількість палива, що поступає в двигун. У результаті встановиться рівність Ар=Ао і кутова швидкість стабілізується.

Регулятор повинен забезпечувати підтримку усталеного руху машини при будь-якій зміні швидкості обертання вала в межах від ωmin до ωmax. Це досягається добором відповідних параметрів регулятора.
Запитання для самоконтролю

1.
 Записати й пояснити рівняння руху машини.
2.
 Із яких періодів складається рух машини? Їх коротка характеристика.
3.
 Дати означення періодичних і неперіодичних коливань кутової швидкості. У яких машинах вони виникають?
4.
 Пояснити процес регулювання руху машини за допомогою маховика.

5.
 Що називається регулятором швидкості? Принцип його дії.

Лекція 40

Промислові роботи та маніпулятори
План

1.  Промислові роботи та маніпулятори. Загальна схема рóбота.

2.  Класифікація маніпуляторів.
3.  Блок-схеми автоматичного керування.

1.  Промислові роботи та маніпулятори. Загальна схема рóбота

Досягненням сучасних технологічних систем є промислові роботи – автономні машини-автомати, які мають універсальні виконавчі органи у вигляді механічних “рук”, рухами яких автоматично керують універсальні пристрої. У цих машинах гармонійно поєднуються високі показники точності, швидкодії, потужності, надійності, компактності з інтелектуальними достоїнствами, обумовленими сучасним рівнем техніки автоматичного керування. До них належать великий обсяг пам’яті, що забезпечує велику кількість можливих програм дій; зручність зміни програми; здатність контролювати правильність своїх дій; адаптивність; здатність реагувати на зміни зовнішнього середовища; здатність до самоосвіти й до оптимальних дій.
Маніпулятором називають технічний пристрій, призначений для відтворення робочих функцій рук людини.
Роботами називають маніпулятори, які мають органи переміщення і системи автоматичного керування.
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Загальна схема промислового робота, оснащеного автоматичною системою цифрового програмного керування або керованого універсальною ЕОМ, показана на рис. 1. Промисловий робот, зазвичай, наділений 4–6 ступенями вільності, тобто забезпечує переміщення робочого органу по 4–6 координатах. На схемі зображений промисловий робот, корпус 1 якого переміщається по колії. Вертикальна колона 2, яка несе на собі “руку” 3, може повертатися в горизонталь-ній площині на кут 2(. “Рука” 3 може повертатися у вертикальній площині на кут 2α1 і навколо осі Х на кут (, переміщатися вниз-вгору на відстань Н і висовуватись уперед-назад на відстань L. Схоплювач 4 може повертатись на кут 2α2 і здійснювати замикання-розмикання губок.
Промислові роботи зазвичай мають автономну систему керування або керування за схемою прямого керування ЕОМ–ЧПУ.
2.  Класифікація маніпуляторів

Серед широкого спектру маніпуляторів слід виділити маніпулятори, керовані біострумами, ідея яких покладена в основу конструкції активного протезу руки, розробленого групою вчених та інженерів під керівництвом О. Є. Кобринського.
На рис. 2 зображений електрогідравлічний біострумний маніпулятор. Від струмознімача 1 (накладних електродів, розміщених у браслеті в зоні м’язів) біоелектричний сигнал через посилювач 2 (який має автономні блоки живлення 10) поступає в електрогідравлічні золотники 3, наділені голками 8, які забезпечують подачу масла в гідроциліндр 6 від гідромотора 5, що приводиться в рух електродвигуном 4, або злив масла в резервуар 9. Залежно від того, в яку порожнину гідроциліндра 6 поступає рідина, пальці кисті 7 замикаються або розпрямляються.
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У протезах з біоелектричним керуванням за привід руху великого пальця і блоку решти чотирьох пальців використовується мініатюрний електродвигун, керований двома незалежними біоелектричними сигналами: один для керування схопленням, інший – для керуванням розкриттям.
Широке розповсюдження, особливо при маніпулюванні різними шкідливими для людини речовинами, отримали копіювальні маніпулятори (рис. 3).
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Рис. 3

Переміщення каретки маніпулятора здійснюється за допомогою керувальних імпульсів з кнопкового пульту станції керування 1. Всі рухи “рукою” 2 маніпулятора здійснюються за допомогою керуючої “руки” 3, яка встановлена на станції керування. Рухи керуючої “руки” 3, виконувані людиною, за допомогою спостережної системи відтворюються “рукою” 2 маніпулятора. При цьому зусилля, що розвиває маніпулятор, можуть значно перевищувати зусилля людини.
Маніпулятори, як стаціонарні, так і ті, що можуть переміщатись по суші, у воді, в повітрі або в безповітряному просторі мають широкі перспективи використання в процесі освоєння морських глибин, космосу, при маніпулюванні громіздкими об’єктами (деревами, крупногабаритними елементами машинобудівельних і будівельних конструкцій тощо).
Залежно від типу зв’язку між керуючими і виконавчими механізмами копіювальні маніпулятори можуть бути поділені на такі групи.

Маніпулятори з механічним (кінематичним) зв’язком. Механічні копіювальні маніпулятори були пристроями, які почали використовувати у шкідливих для життєдіяльності людини зонах. У цих маніпуляторах керуючий і виконавчий механізми зв’язані механічними передачами: зубчатими, тросово-стрічковими та іншими. Механічні передачі є реверсивними і мають високий к.к.д., у результаті чого на задаючій “руці” досить точно відображаються зусилля, які прикладаються до виконавчої.
Маніпулятори з магнітним приводом. Маніпулятори такого типу широко застосовуються особливо в тих випадках, коли необхідно забезпечити абсолютну герметизацію об’єму камер (роботи в зонах великого тиску, глибокого вакууму тощо). Як приводи в них використовуються муфти на магнітах, які дозволяють передавати рухи через “глуху” стінку, без отворів під передаточні механізми.
Сервоманіпулятори. Ця назва закріпилась за копіювальними маніпуляторами, у яких керуючий і виконавчий механізми, розміщені дистанційно, зв’язані системами керування особливого виду – оборотними спостережними системами (ОСС). ОСС забезпечують однозначну відповідність по положенню між органами, які задають рух, та виконавчими органами. Кількість ОСС дорівнює кількості ступенів вільності маніпулятора.
Маніпулятори з кнопковим керуванням. Вони складаються, по суті, з виконавчого органу, який оснащений силовими приводами (електричними, гідравлічними або пневматичними), і зв’язаний з пультом керування електрокабелем. Кількість ступенів вільності цих маніпуляторів досягає 9–10.
Маніпулятори з автоматичним керуванням. Ці маніпулятори поділяють на два типи:

1. Маніпулятори з жорсткою програмою дій, які відтворюють певну сукупність рухів, передбачених програмою.
2. Маніпулятори, в яких операції рухів визначаються ЕОМ на основі інформації про зовнішнє середовище.
Перспективи розвитку промислових роботів і маніпуляторів пов’язані з наданням їм здатності відчувати, чути, бачити, оцінювати дистанцію, вміти розпізнати образи, реагувати на теплові та електромагнітні випромінювання широкого діапазону.

3.
 Блок-схеми автоматичного керування
Роботи і маніпулятори можуть мати як ручне, так і автоматичне керування. У випадку ручного керування маніпулятором необхідно, щоб між силами, прикладеними до ланок маніпулятора, і силами, які діють на рухи оператора, була б відповідність.
На рис. 4 показана одна із можливих систем керування. Це оборотна спостережна система. У ній обернений зв’язок не тільки інформує оператора про величину сил, що діють на виконавчий орган, а й відповідним чином змінює положення механізмів, що задають рух. Ця система називається двобічною, оскільки її спостережний привід виконаний так, що в ньому можна змінювати вхід і вихід.
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Рис. 4
Оператор прикладає момент сил М1 (рис. 4). Пристрій “відчуття” вимірює момент М2 на виході приводу і діє на вхідний пристрій керуючого механізму моментом 
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. Виконавчий механізм діє на об’єкт моментом 
[image: image2055.wmf]2

М

¢

. У цій системі момент 
[image: image2056.wmf]1

М

¢

 впливає на положення ланок, що задають рух, прирівнюючи різницю між переміщенням х на вході і переміщенням у на виході, і залежить не тільки від дії оператора, але й від навантажень, що діють на допоміжний механізм.
Запитання для самоконтролю
1.  Що називається маніпулятором?

2.  Дати означення робота?

3.  Перелічити переваги роботів і маніпуляторів.
4.  Пояснити загальну схему промислового робота.

5.  Як класифікуються маніпулятори? Сфера їх використання. Коротка характеристика.

6.  Описати блок-схему оборотної спостережної системи керування.
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