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Актуальність теми. Сучасна система освіти характеризується зміною загальної парадигми, одним з основних напрямків якої є особистісно-орієнтований підхід у навчанні. Ефективним дидактичним засобом, що забезпечує таку особистісну орієнтацію, є диференціація навчання, зокрема профільна, яка відіграє важливу роль у професійному самовизначенні старшокласників.
Результати досліджень в області профільної диференціації лягли в основу сучасної концепції профільного навчання на старшому ступені загальної освіти. Профільне навчання має на увазі курси наступних типів: базові загальноосвітні, профільні загальноосвітні та елективні. У зв’язку з цим актуальною і затребуваною стає розробка програм, навчального змісту та його методичного забезпечення для навчання на запропонованих курсах.
Вищесказане відноситься до шкільного курсу геометрії і, зокрема, до такого розділу, як геометричні перетворення, які є однією з її фундаментальних ідей. 
Важливість навчання учнів геометричним перетворенням полягає в можливостях їх застосування до побудови шкільного курсу геометрії і введення визначення предмета геометрії на їх основі; встановленню взаємозв’язків з фундаментальними поняттями математики – функції і групи; доказу теорем і вирішення геометричних задач.
З огляду на те, що одна з цілей навчання математики на старшому ступені загальної освіти – розвиток просторової уяви, формування уявлень про ідеї і методи математики, навчання перетворенням простору є ефективним шляхом для їх досягнення.
Однак в даний час складається така ситуація, що в державному освітньому стандарті для старшої школи на базовому і профільному рівнях навчання виділено однаковий зміст з даної теми: симетрії в кубі, паралелепіпеді, призмі і піраміді, поняття про симетрії в просторі (центральна, осьова, дзеркальна). Тим часом профільний рівень навчання передбачає більш поглиблене вивчення тем шкільного курсу. З нашої точки зору, при навчанні на базовому рівні, що вимагає виділення мінімального змісту навчального матеріалу, досить познайомити учнів з ідеєю перетворень і дати загальні уявлення про можливості їх застосування. На профільному рівні, націленому на забезпечення наступності між загальною і професійною освітою, вивчення перетворень дозволить розширити світогляд учнів, познайомити їх з ще одним методом вирішення геометричних завдань, а також наблизити учнів до введення поняття «група». Безсумнівно, це буде затребуване тими, для кого професійним напрямком стане математика і суміжні з нею спеціальності. У зв’язку з цим потрібно більш детально розробити методичний аспект навчання геометричним перетворенням простору на базовому і профільному рівнях, а також на елективному курсі з математики.
В даний час в профільному навчанні ефективно реалізується ідея поглибленого вивчення окремих предметів, в тому числі і математики, за допомогою елективних курсів. Сучасні розроблені програми та навчальні матеріали являються досвідом їх проектування в умовах профільного навчання. Однак залишається актуальним питання про зміст і умови ефективної реалізації елективних курсів з геометрії, в тому числі елективного курсу, присвяченого геометричним перетворенням простору.
Метою даної роботи є дослідження методичної системи вивчення геометричних перетворень в умовах профільної школи. 
Для досягнення поставленої мети вирішувалися наступні завдання дослідження:
1. Вивчення ключових понять дослідження (геометричні перетворення та їх види).
2. З’ясування місця геометричних перетворень в програмі, в шкільних підручниках (для різних рівнів вивчення математики). 
3. Розгляд можливостей застосування ІКТ для побудови графіків функцій шляхом геометричних перетворень. 
4. Розробка задач на геометричні перетворення в алгебрі та геометрії при різних рівнях вивчення. 
5. Проведення аналізу результатів дослідження.
Об’єктом дослідження є процес навчання математики учнів на старшому ступені загальної освіти.
Предметом дослідження є аналіз навчання геометричним перетворенням простору учнів старших класів в умовах профільної школи.
Для вирішення поставлених завдань застосовувалися такі методи дослідження: вивчення та аналіз психолого-педагогічної, наукової, навчально-методичної літератури, нормативних документів; вивчення та узагальнення педагогічного досвіду, педагогічний експеримент, статистичні методи обробки результатів експерименту.
[bookmark: _GoBack]Структура та обсяг роботи. Дана робота складається з вступу, двох розділів, які поділяються на підрозділи, висновків, списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи становить 100 сторінок. Робота містить 2 таблиці, 29 рисунків. Список використаних джерел налічує 56 найменувань.
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РОЗДІЛ 1. ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ДОСЛІДЖЕННЯ
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Геометричні перетворення є досить пізнім розділом математики. Перші геометричні перетворення стали розглядатися в XVII столітті, а проективні перетворення з’явилися лише на початку XIX століття.
В алгебрі розглядаються різні функції. Функція f кожному числу х з області визначення функції ставить у відповідність деяке число f (x) – значення функції f в точці х. В геометрії розглядаються функції, у яких інші області визначення і множини значень. Вони кожній точці ставлять у відповідність точку. Ці функції називаються геометричними перетвореннями.
Геометричні перетворення мають велике значення в геометрії. За допомогою геометричних перетворень визначаються такі важливі геометричні поняття, як рівність і подібність фігур. Завдяки геометричним перетворенням, багато розрізнені факти геометрії вкладаються в струнку теорію. 
Ідея геометричних перетворень – одна з основних ідей сучасної математики. Вона лежить як в основі визначення геометрії, так і в основі класифікації її окремих розділів. Досить згадати визначення геометрії, дане Феліксом Клейном (1849-1925) в його відомій Ерлангенській програмі [25, с. 108].
У Німеччині довгий час існував звичай, згідно з яким кандидат на заміщення професорської посади повинен був виступити перед Вченою радою з лекцією на вільно обрану ним тему. На підставі цієї лекції Вчена рада робила висновок про можливість допущення даної особи до професури. Така лекція Ф. Клейном (відомим німецьким математиком) була прочитана в 1872 р. в м. Ерлангені (Німеччина) і згодом отримала назву Ерлангенської програми Клейна.
Ф. Клейном вперше були сформульовані принципи теоретико-групової побудови геометрії. Геометрія – це наука, що вивчає властивості фігур, інваріантні щодо деякої групи перетворень. Справді, проективна геометрія – геометрія проективної групи, афінна – афінної, а шкільна геометрія – геометрія групи рухів і подібностей [34].
Практичне застосування геометричних перетворень дуже широке. Теорія подібності проникла у фізику і стала основою фізичного експерименту. Вона знайшла своє застосування і в техніці. У сучасній науці і техніці широке застосування знаходить узагальнене розуміння геометричної подібності та моделювання явищ. Геометричні перетворення мають і велике виховне значення, з ними входять в геометрію діалектика, рух [35].
Якщо в науці ідея геометричних перетворень завоювала загальне визнання, то питання про доцільність вивчення геометричних перетворень в школі залишало ся відкритим до недавнього часу. В даний час вже не стоїть питання: вивчати геометричні перетворення чи ні. Питання в іншому: як вивчати.
Роль і значення геометричних перетворень в математиці як науці і, зокрема, в геометрії значна. Ще в XIX столітті відомим німецьким математиком Ф. Клейном було обґрунтовано, що перетворення можуть бути покладені в основу визначення самого предмета геометрії.
На важливість навчання школярів перетворенням вказували багато дослідників XX ст. Так, наприклад, В. Г. Болтянський зазначає, що знання властивостей рухів та інших геометричних перетворень, вміння застосовувати їх до доказу теорем і вирішення задач – важливий елемент математичної культури, може бути, найважливіший метод (поряд з умінням застосовувати векторний апарат і логічно мислити), який повинні винести учні зі шкільного курсу геометрії [8, с.110]. 
Нажаль, перетворення простору в сучасному освітньому процесі займають далеко не перше місце. Так, у Державному освітньому стандарті середньої (повної) загальної освіти з математики в якості цілей вивчення предмета виділено формування уявлень про ідеї і методи математики, розвиток логічної і просторової уяви. Однак в обов’язковий мінімум змісту основних освітніх програм для базового і профільного рівнів винесені всього лише теми: симетрії куба, паралелепіпеда, призми і піраміди; поняття про симетрію простору (центральна, осьова, дзеркальна).
Разом з тим можна побачити протиріччя між поставленими цілями навчання математики та змістом шкільного курсу математики, яке в такому малому обсязі не дозволяє їх досягати. Однак вище було сказано, що навчання перетворенням простору дозволяє розвивати просторову уяву і є методом вирішення завдань, поряд з такими методами, як класичний, алгебраїчний, векторний і координатний, а також дає можливість використання даного методу для вирішення завдань на побудову, доказ і обчислення.
Важливо відзначити ще одну важливу проблему, яка не реалізується в шкільній математичній освіті. Справа в тому, що функції в курсі алгебри і початку аналізу і геометричні перетворення в курсі геометрії – це практично один і той же об’єкт, але про це нічого не говориться в школі. З цього приводу академік А. Н. Колмогоров пише: «Поняття відображення (функції) є в сучасній математиці одним з найбільш уживаних понять. Геометричні перетворення – теж функції. Тому було б протиприродним продовжувати ігнорувати використання геометричних перетворень у шкільному курсі геометрії, як це робилося в наших програмах досі» [21, с. 9]. 
Цілеспрямований перехід до профільного навчання в 10-11 класах загальноосвітніх шкіл має на увазі три типи навчальних предметів: базові, профільні та елективні. Зразкове співвідношення обсягів даних типів навчальних предметів відповідно 50:30:20. Вибір профільних і елективних навчальних предметів в сукупності становить індивідуальну освітню траєкторію учнів.
Навчальні предмети Державного стандарту базової і повної загальної середньої освіти [16] представлені на двох рівнях – базовому і профільному. У стандарті базового рівня акцент робиться на формування загальної культури і більшою мірою пов’язаний зі світоглядними, виховними та розвиваючими завданнями загальної освіти, а в стандарті профільного рівня основна увага приділяється підготовці учнів до продовження освіти або до професійної діяльності за обраним напрямом.
Наведемо визначення геометричного перетворення, яке використовуємо.
Визначення: якщо кожній точці А простору за правилом f поставити у відповідність єдину точку цього простору ,то кажуть, що задано геометричне перетворення простору. Точку називають образом точки А, а точку а – прообразом точки .
Таким чином, при введенні основних понять ми використовуємо внутрішньопредметні взаємозв’язки геометрії і алгебри і початку аналізу, тому при формуванні основного поняття «геометричне перетворення простору» використовується взаємозв’язок з поняттям «функція», що показує їх спорідненість. Аналогічно при введенні понять «обернене перетворення» і «композиція перетворень» доцільно враховувати взаємозв’язок з поняттями «зворотна функція», «обернена функція» і «складна функція» відповідно.
Тут, безумовно, виникає маса супутніх питань. А саме чи говоримо ми про перетворення простору або фігури, як побудувати систему вправ, що формують поняття геометричного перетворення, як зв’язати цей матеріал з курсом алгебри і початку аналізу? Пропонується система завдань на формування поняття «перетворення простору», що включає в себе дві групи. Перша група завдань пов’язана з формуванням у школярів вміння по заданій відповідності точок простору встановити, чи є воно перетворенням чи ні. Друга група завдань пов’язана з формуванням в учнів вміння самостійно встановлювати відповідність між точками простору і доводити, що ця відповідність є геометричним перетворенням простору. З метою формування в учнів уявлення про «композиції перетворень» також пропонуються різноманітні завдання.
Велика увага в шкільній практиці приділяється перетворенням, які зберігають відстані між відповідними точками. За останні десятиліття багато говорилося про відповідну термінологію. Це відбувалося тому, що для зазначених перетворень є три приблизно однакових терміни: «рух», «переміщення» і «ізометрія».
Традиційно в математичній літературі та більшості шкільних підручників використовується термін «рух». Академік А. Н. Колмогоров не поділяв цю точку зору і писав: «...ізометрію фізичною мовою більш природно називати переміщенням, а не рухом (рух є процес, а переміщення – його результат)» [21, с. 3]. Разом з тим термін «переміщення» виявився невдалим: він зайнятий в курсі фізики. У цитаті А. Н. Колмогорова згадується термін, яким і будемо користуватися, – це термін «ізометрія». Інше не менш важливе питання: які загальні властивості ізометрії слід вивчати на базовому і профільному рівнях? Серед цих властивостей слід розглядати на базовому рівні властивості ізометрії переводити пряму в пряму, відрізок в рівний відрізок, промінь в промінь, кут в рівний кут і площину в площину, а на профільному рівні додати властивість оборотності будь ізометрії, властивість переводити три точки, що лежать на одній прямій, в три точки, що лежать на одній прямій, причому точку, що лежить між двома іншими, переводити в точку, що лежить між образами двох інших точок.
Більшу частину навчального матеріалу з вивчення перетворень простору займає вивчення конкретних видів перетворень. У різних підручниках число цих видів різне, визначення понять і методика їх введення також буває різною. Відзначимо, що програма вивчення перетворень простору повинна включати в себе центральну симетрію, осьову симетрію, дзеркальну симетрію, обертання навколо осі і, звичайно, паралельне перенесення.
Особливостями розробленої методики вивчення видів ізометрій в умовах профільного навчання є наступні:
а) введення визначення кожного виду перетворення починається з опису правила, на підставі якого задається відповідність між точками (для кожного перетворення своє правило), що дозволяє зв’язати теорію про перетворення простору з кожним конкретним перетворенням;
б) для кожного рівня навчання обов’язковим є доказ теореми про те, що кожне з розглянутих перетворень є ізометрією простору; це дозволяє загальні властивості перетворень віднести до властивостей кожного виду ізометрії; 
в) вивчення взаємозв’язків між видами ізометрій простору: замість складного доказу того факту, що осьова симетрія є ізометрією, можна використовувати взаємозв’язок осьової симетрії і обертання навколо осі і спростити його вивчення; при доказі, що паралельний перенесення є ізометрією, можливе використання центральної симетрії, що спростить його вивчення; розгляд теорем про взаємозв’язок елементів ізометрій вказує на взаємозв’язки між перетвореннями.
Так, всі симетрії простору пов’язані між собою теоремою.
Теорема 1: якщо фігура має площину симетрії і в ній центр симетрії, то вона має ще вісь симетрії, що проходить через центр перпендикулярно площині.
Також справедливі наступні теореми.
Теорема 2: якщо фігура має вісь і на ній центр симетрії, то вона має площину симетрії, що проходить через центр перпендикулярно до осі.
Теорема 3: якщо фігура має перпендикулярні вісь і площину симетрії, то вона має і центр симетрії в точці їх перетину.
Наприклад, відомо, що циліндр має вісь симетрії – вісь циліндра, середина осі симетрії є центром симетрії циліндра. Якщо провести площину через центр симетрії перпендикулярно осі симетрії, ми отримаємо площину симетрії циліндра, в якій знаходиться нескінченна безліч осей симетрії, що проходять через центр симетрії. Крім цієї площини симетрії циліндр має нескінченну безліч площин симетрії, що проходять через вісь симетрії. Вісь циліндра є його віссю обертання, причому число обертань циліндра навколо своєї осі симетрії нескінченно і призводить до його самосуміщення. Можна навести багато таких прикладів, якщо розглядати куб, сферу, конус та інші тіла в просторі.
Інше надзвичайно важливе питання пов’язане з вивченням композицій перетворень простору. Для повного вивчення цього питання практично немає навчального часу. Разом з тим без композиції перетворень немає теорії перетворень. Існує наступний вихід з цієї складної ситуації. Розглядаючи досить відому літературу про геометричні перетворення простору, можна виділити найбільш простий спосіб, який можливий для вивчення, – це розгляд композицій на базовому і профільному рівнях за напрямками: 
1) за видами перетворень в тій послідовності, в якій вони з’являються в шкільній програмі, де вивчення може йти по двох шляхах: розгляд композицій однойменних і різнойменних перетворень; 
2) за ступенем використання композицій при вивченні теоретичного і практичного матеріалу.
Аналіз навчально-методичних посібників [2, 3, 4, 5, 9. 10, 18, 23, 26] показує, що використання композицій перетворень простору при вивченні теоретичного матеріалу дуже незначно. Можна констатувати застосування композицій перетворень простору при вивченні теоретичного матеріалу, наприклад при вивченні композицій паралельних переносів, яка є, з одного боку, сумою двох заданих векторів, а з іншого, є послідовним виконанням двох паралельних переносів.
Особливо важливо застосування композицій при обґрунтуванні групових властивостей ізометрій простору, а саме: множина всіх ізометрій простору утворює групу щодо операції композиції. Так, операція асоціативності для композицій виконується, одиничним елементом є тотожне перетворення, а оберненим елементом є обернене перетворення. Дана тема може бути розглянута в елективному курсі для учнів старшої школи і дозволить познайомити учнів з поняттям «група», що відповідає меті профільного навчання – забезпечити спадкоємність між загальною і професійною освітою, більш ефективно підготувати випускників школи до освоєння програм вищої професійної освіти.
Є вічна проблема – як вирішувати завдання, є більш вузька задача – як вирішувати геометричну задачу методом геометричних перетворень. Питаннями вирішення завдань з використанням геометричних перетворень займалися багато математиків і методистів. Однак не вдається знайти розробленої методики вирішення таких завдань, яка б підказувала відповідний метод і необхідність використання того чи іншого перетворення. Особливо складно йде справа з перетвореннями простору, тому що цей метод взагалі не описаний. Якщо навіть і є якісь положення, пов’язані з методикою вирішення таких завдань, то вони найчастіше йдуть через приклади конкретних завдань, тому методика вирішення завдань з використанням геометричних перетворень простору є на сьогоднішній день недостатньо розробленою. 
Виходячи з аналізу навчальних посібників, завдання, що вирішуються з використанням геометричних перетворень, можна розділити на два види: 
1) завдання, пов’язані з вивченням властивостей різних геометричних перетворень і взаємозв’язків між ними; 
2) завдання, у формулювання яких не входять геометричні перетворення, але які вирішуються з їх застосуванням. 
За першим видом існує величезна кількість завдань, методика вирішення яких потребує вдосконалення, але розгляд таких завдань не входить в рамки даного дослідження. Нас цікавить набагато складніша проблема – вирішення різних геометричних задач методом геометричних перетворень, де метод розв’язання задач не випливає з умови задачі, у зв’язку з цим розробляється один найбільш перспективний напрямок – виділення геометричних ситуацій, що призводять до використання перетворень. Наприклад: 
а) відомо, що точка перетину діагоналей паралелепіпеда є його центром симетрії. Цей факт може використовуватися в різних ситуаціях, що вирішуються із застосуванням центральної симетрії. Наприклад, якщо потрібно довести, що відрізок будь-якої прямої, що проходить через точку перетину діагоналей паралелепіпеда і укладений всередині нього, ділиться цією точкою навпіл; якщо потрібно довести, що два тіла, отриманих при перетині паралелепіпеда площиною, що проходить через точку перетину його діагоналей, рівні і мають рівні обсяги;
б) відомо, що правильний тетраедр має три осі симетрії, що проходять через середини протилежних ребер. Даний факт можна використовувати в ситуації, наприклад, якщо потрібно довести, що площина, що проходить через відрізок, що з’єднує середини протилежних ребер тетраедра, ділить його на рівні два тіла;
в) якщо потрібно довести, що точка, що лежить в площині, знаходиться на найменшій або найбільшій відстані від двох інших точок, що не лежать в площині, то можна використовувати дзеркальну симетрію;
г) якщо потрібно довести, що в правильній трикутній піраміді площина, що проходить через ребро і бісектрису трикутника в основі ділить піраміду на два рівних тіла, що мають рівні обсяги, то можна використовувати дзеркальну симетрію;
д) якщо потрібно дві фігури, що лежать в різних площинах, перевести в одну площину і провести порівняльний аналіз, то доцільно застосувати обертання навколо осі;
е) для суміщення двох фігур в просторі, що лежать в одній площині або в паралельних площинах.
Тут позначені не всі геометричні ситуації, що призводять до використання геометричних перетворень простору, так як їх коло можна багато розширити.
Суть методики вирішення геометричних задач з використанням геометричних перетворень простору полягає в наступному: аналізуючи текст задачі, ми, як завжди, здійснюємо аналітико-синтетичну діяльність по знаходженню наслідків з умови задачі і виробляємо стратегію щодо вирішення тієї чи іншої задачі. Шлях від умови завдання до моменту використання геометричного перетворення може бути різним: можна відразу побачити використання того чи іншого перетворення, або потрібно виконати додаткову роботу, щоб побачити використання геометричного перетворення. Разом з тим практична значимість перетворень полягає в застосуванні їх до вирішення завдань.
За Клейном предмет геометрія складається з теорії інваріантів деякої групи геометричних перетворень, кожної з яких відповідає своя гілка геометрії. Отже, виділяють 4 види геометрій залежно від уведених в них груп перетворень:
1. Геометрія рухів (переміщення, паралельне перенесення, осьова симетрія, центральна симетрія, поворот).
2. Метрична геометрія.
3. Афінна геометрія.
4. Проективна геометрія.
Геометрія рухів. 
Рух (переміщення). Перетворення однієї фігури в іншу називається рухом, якщо воно зберігає відстань між точками, тобто переводить будь-які дві точки X і У першої фігури у точки Х' і У' другої фігури так, що ХУ=Х'У'.
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[bookmark: _Toc83828610]Поняття руху в геометрії пов’язане із звичайним уявленням про переміщення. Але якщо, говорячи про переміщення, ми уявляємо неперервний процес, то в геометрії для нас матиме значення тільки початкове і кінцеве положення фігури. Нехай фігура F переводиться рухом у фігуру F', а фігура F' переводиться рухом у фігуру F".
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Нехай під час першого руху точка X фігури F переходить у точку X' фігури F' а під час другого руху точка X' фігури F' переходить у точку X" фігури F". Тоді перетворення фігури F у фігуру F", при якому довільна точка Xфігури F переходить у точку X" фігури F", зберігає відстань між точками, а тому є також рухом.
Цю властивість руху виражають словами: два рухи, виконані послідовно, дають знову рух.
Нехай перетворення фігури F у фігуру F' переводить різні точки фігури F у різні точки фігури F'. Нехай довільна точка X фігури F при цьому перетворенні переходить у точку X' фігури F'. Перетворення фігури F' у фігуру F, при якому точка X' переходить у точку X, називається перетворенням, оберненим до даного. Рух зберігає відстані між точками, тому переводить різні точки в різні.
Очевидно, перетворення, обернене до руху, теж є рух.
Властивості руху: точки, що лежать на прямій, під час руху переходять у точки, які лежать на прямій, і зберігається порядок їх взаємного розміщення. З даної властивості випливає, що під час руху прямі переходять у прямі, пів прямі – у півпрямі, відрізки – у відрізки. Під час руху зберігаються кути між півпрямими.
Центральна симетрія
Нехай О – фіксована точка і X – довільна точка площини. Відкладемо на продовженні відрізка ОХ за точку О відрізок ОХ', що дорівнює ОХ. Точка X' називається симетричною точці Xвідносно точки О. Точка, симетрична точці О, є сама точка О.  Очевидно, точка симетрична точці X', є точка X.
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Перетворення фігури F у фігуру F', при якому кожна її точка X переходить у точку X', симетричну відносно даної точки О, називається перетворенням симетрії відносно точки О. При цьому фігури F і F' називаються симетричними відносно точки О.
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Якщо перетворення симетрії відносно точки О переводить фігуру F у себе, то вона називається центральносиметричною, а точка О називається центром симетрії.
Осьова симетрія
Нехай l – фіксована пряма. Візьмемо довільну точку A і опустимо перпендикуляр MA на пряму l. На продовженні перпендикуляра за точку А відкладемо відрізок , що дорівнює відрізку АM. Точка  називається симетричною точці  A відносно прямої l. Якщо точка A лежить на прямій l, то симетрична їй точка є сама точка A. Очевидно, що точка, симетрична точці , є точка A. 
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)Перетворення фігури F у фігуру F' при якому кожна її точка X переходить у точку X', симетричну відносно даної прямої l, називається перетворенням симетрії відносно прямої l (осьова симетрія). При цьому фігури F і F' називаються симетричними відносно прямої l.
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Якщо перетворення симетрії відносно прямої l переводить фігуру F у себе, то ця фігура називається симетричною відносно прямої l, а пряма l називається віссю симетрії  фігури.
Наприклад, прямі, що проходять через точку перетину діагоналей прямокутника паралельно його сторонам, є осями симетрії прямокутника Прямі, на яких лежать діагоналі ромба, є його осями симетрії .
Властивості осьової симетрії: Кожна точка прямої l (осі симетрії) є інваріантною. Якщо . Пряма l– інваріантна.
Паралельне перенесення
Паралельним перенесенням, або перенесенням на вектор , називають таке перетворення площин при якому будь-яка точка A відображається на точкуA',так що .
Точка A' називається образом точки A  при паралельному перенесенні.
Введемо на площині декартові координати х, у. 
[image: ]
Перетворення фігури F, при якому довільна її точка (х; у) переходить у точку (х+а; у +b), де а і bодні й ті самі для всіх точок (х; у), називається паралельним перенесенням. Паралельне перенесення задається формулами:
х' = х + а, y' = у +b
Ці формули виражають координати х', у' точки, у яку переходить точка (х; у) при паралельному перенесенні.
Властивості паралельного перенесення: Перетворення паралельного перенесення не має інваріантних точок при . Паралельне перенесення на вектор  є тотожним перетворенням. Якщо , то пряма  переходить сама в себе, тобто є інваріантною.
Поворот. Нехай у площині дана точка О и орієнтований кут . Кожній точці М даної площини будемо ставити у відповідність таку точку М', щоб ОМ=ОМ' та МОМ'=. Такого роду перетворення називається поворотом площини навколо точки О на кут . Точка О називається центром повороту, кут  – кутом повороту.

[image: Что такое движения плоскости: параллельный перенос, поворот. . Преобразование подобия. . Гомотетия]
Поворот переводить усяку фігуру в рівну їй фігуру.
[image: ]Щоб побудувати образ деякої прямої, досить обрати на ній які-небудь дві точки, побудувати їх образи й з'єднати їх прямою.

[bookmark: _Toc83828612]Метрична геометрія.
Гомотетія  площини.
Виберемо на площині точку О і задамо додатне число k. Гомотетією з центром О і коефіцієнтом k називається геометричне перетворення, при якому точка О нерухома, а кожна відмінна від О точка М площини переходить в таку точку Мʹ,  що Мʹ лежить на промені ОМ, причому OMʹ = kOM.
 (
М
ʹ
М
О
)k>0
Кожна фігура φ площини переходить при гомотетії в другу фігуру φʹ. Говорять, що фігура φʹ гомотетична фігурі φ (з центром гомотетії О і коефіцієнтом k).
Якщо коефіцієнт k<1, то відстань від всіх точок площини до точки О зменшуються, а якщо k>1 – збільшуються. Тому іноді гомотетію з центром О і коефіцієнтом k<1 називають стисненням до точки О (це пояснюється тим, що всі точки площини наближаються до центра гомотетії, причому відстані всіх точок від точки О зменшуються в одне й те ж число раз), а при k>1 – розтягом площини від точки О. Якщо k=1, то всі точки площини залишаються нерухомими. Другими словами, гомотетія з коефіцієнтом 1 є тотожним перетворенням площини. 



Гомотетією з центром в точці О і коефіцієнтом k0 площини називається перетворення площини, яке кожну точку Х відображає на таку точку Хʹ, що = k.





Гомотетія з центром О і коефіцієнтом k позначається НОk. Отже, за означенням ( НОk(Х)=Хʹ )  (= k). О є нерухомою точкою, так як k = .
Властивості  гомотетії. 



1. При k = 1 маємо  =  і значить, Хʹ = Х(Х), тобто гомотетія з коефіцієнтом 1 – тотожне перетворення: Н01 = Е.


2. При k = -1  = -  і точка О є серединою відрізка ХХʹ. Гомотетія з коефіцієнтом -1 є центральною симетрією: НО(-1) = Z0. 


3. Якщо НОkЕ ( k1), то центр О гомотетії є її єдиною нерухомою точкою. 





4. Якщо k> 0, то точки Х і Х1 = Н(Х) лежать на прямій ОХ по одну сторону від центра гомотетії. В цьому випадку вектори  і = k співнапрямлені. Якщо k<0, то точки Х і Х1= Н(Х) лежать на прямій ОХ по різні сторони від центра гомотетії. В цьому випадку вектори  і  протилежно направлені.


 (
О
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1
)5. Теорема. Якщо при гомотетії з коефіцієнтом k точки Х і Y переходять в точки Х1 і Y1, то  = k.







6. Перетворення, обернене до гомотетії НОk , задається формулою  =  і тому теж є гомотетією з тим же самим центром О і оберненим коефіцієнтом : ( Ноk)-1 = Но .
Наслідки.

1. При гомотетії з коефіцієнтом k всі відстані між відповідними точками множаться на .
2. Гомотетичні фігури подібні.
3. При гомотетії з коефіцієнтом k>0 кожен промінь переходить в співнаправлений з ним промінь, а при k<0 – в протилежно направлений промінь.
Загальне перетворення подібності площини.
Гомотетія і перетворення подібності.
Гомотетія не є рухом. Вона належить іншому, більш широкому класу геометричних перетворень – до класу перетворень подібності.

Якщо коефіцієнт гомотетії відмінний від 1 або -1, то відстань від точок площини до центра гомотетії змінюються в  разів. Тому, якщо k відмінне від 1 чи -1, гомотетія не являється рухом – при цьому перетворенні зберігається лише форма фігури, але не її розміри – хоч і коло переходить в коло, але їх радіуси при цьому змінюються, змінюється довжина сторони квадрата і т.д.
Перетворення, при якому зберігається форма фігури, хоч і змінюються її розміри, називається перетворенням подібності. При цьому перетворенні зберігається відношення між точками. 







Розглянемо відображення  площини на себе, при якому відстані між точками множаться на одне й те ж число k: якщо  (А) = А1,  (В) = В1, то  = k для будь-яких А та В. Це відображення оборотне, тому що >0 завжди випливає >0 і, отже, являється перетворенням площини.



Перетворення площини  називається перетворенням подібності з коефіцієнтом k, якщо k>0, якщо для будь-яких двох точок А і В і їх образів А1 і В1 при цьому перетворенні виконується рівність де k – дане додатне число, яке називається коефіцієнтом подібності. Звідси випливає, що любий рух є перетворенням подібності з коефіцієнтом 1, для рухів властива рівність .






Гомотетія з коефіцієнтом k (k0) є подібність з коефіцієнтом , так як за властивістю гомотетії = , звідки .

Композиція будь-яких двох подібностей з коефіцієнтами k1 і k2    - це подібність з коефіцієнтом k1k2. Так наприклад, композиція переміщення і гомотетії з коефіцієнтом k буде подібність з коефіцієнтом .


З означення випливає, що перетворення, обернене подібності з коефіцієнтом k, є подібність з коефіцієнтом : .
Властивості фігур, що зберігаються при гомотетії і рухах, зберігаються і при подібності.
 (
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)Ми знаємо, що гомотетичні фігури подібні. Для побудови гомотетичних точок достатньо задати центр гомотетії і одну пару відповідних точок А і , які лежать на одній прямій з центром О. Тоді для будь-яких точок площини можна побудувати її образ.




[bookmark: _Toc83828613]Афінна геометрія.
[bookmark: _Toc83828614]Афiннi перетворення задаються рiвняннями в координатному виглядi, де

[bookmark: _Toc83828616]i, j= 1, 2 у випадку площини, i, j= 1, 2, 3 у випадку простору. В матричному виглядi	y = Ax+b.(1) 
[bookmark: _Toc83828617]Приклади.
[bookmark: _Toc83828618]1. Рух є афiнне перетворення.
[bookmark: _Toc83828619]2. Стискання є афiнне перетворення.
[bookmark: _Toc83828620]Будемо розглядати зараз невиродженi афiннi перетворення, тобто такi, у яких 
[bookmark: _Toc83828621]Властивостi афiнних перетворень.
[bookmark: _Toc83828622]1. Вiдображення (1) взаємно однозначне, оскiльки i система (1) має єдиний розв’язок.
[bookmark: _Toc83828623]2. При вiдображеннi (1) пряма переходить в пряму.
[bookmark: _Toc83828624]3. Паралельнi прямi переходять у паралельнi прямi.
[bookmark: _Toc83828625]Справдi, напрямнi вектори образiв паралельних прямих будуть ненульовими i колiнеарними. Зауважимо, що якщо навiть detA = 0, то прямi або перейдуть у точку, якщо Aa = 0, або перейдуть у паралельнi прямi. У просторi вiдображення (1) переводить паралельнi площини в паралельнi площини.
[bookmark: _Toc83828626]Проективна геометрія.
[bookmark: _Toc83828627]Проективним перетворенням проективної площини називається таке точкове відображення проективної площини на себе, яке будь-яку проективну пряму переводить в пряму. 
[bookmark: _Toc83828628]Теорема (про завдання проективного перетворення площини). Якщо A, B, C, D – будь-які чотири точки загального положення на проективній площині, і [image: ] – будь-які інші чотири точки загального положення, то існує єдине проективне перетворення площини, яке точки A, B, C, D переводить у точки[image: ]відповідно. Проективне перетворення задається формулами:
[bookmark: _Toc83828629][image: ]
[bookmark: _Toc83828630]де [image: ] – координати довільної точки X проективної площини, а [image: ] – координати її образа при цьому перетворенні. Якщо визначник матриці перетворення не дорівнює нулю, то перетворення називається невиродженим
[bookmark: _Toc83828631][image: ]
[bookmark: _Toc83828632]Дві фігури називаються проективно-еквівалентними, якщо існує хоча б одне проективне перетворення, яке одну з цих фігур відображає на іншу. Нерухомою точкою (прямою) проективного перетворення називається така точка (пряма) проективної площини, образ якої співпадає з самою точкою (прямою). Якщо кожна точка нерухомої прямої є нерухомою точкою, то така пряма називається прямою нерухомих точок. Координати нерухомої точки проективного перетворення знаходяться із системи 	рівнянь
[bookmark: _Toc83828633][image: ]
[bookmark: _Toc83828634]де  є коренем так званого характеристичного рівняння:
[bookmark: _Toc83828635][image: ]
[bookmark: _Toc83828636]Зауважимо, що характеристичне рівняння завжди має хоча б один дійсний корінь, а значить будь-яке проективне перетворення має хоча б одну нерухому точку. Можна довести, що будь-яке проективне перетворення має хоча б одну нерухому 	пряму.
Геометричні перетворення використовуються не тільки в курсі геометрії, але і в шкільних курсах алгебри (побудова графіків функцій).
Розрізняють такі види геометричних перетворень графіка функції:
1. Масштабування (стиснення або розтягнення) уздовж осей абсцис і ординат. На необхідність масштабування вказують коефіцієнти y=KF (x) і y=f(x) відмінні від одиниці, якщо k<1, то відбувається стиснення графіка щодо Оу і розтягнення щодо Ох , якщо k>1, то виробляємо розтягнення уздовж осі ординат і стиснення уздовж осі абсцис.
2. Симетричне (дзеркальне) відображення щодо координатних осей. На необхідність цього перетворення вказують знаки «мінус» перед коефіцієнтами y=-f(x) (в цьому випадку симетрично відображаємо графік щодо осі Ох) і y=f(-x) (в цьому випадку симетрично відображаємо графік щодо осі Оу). Якщо знаків «мінус» немає, то цей крок пропускається.
3. Паралельне перенесення (зрушення) уздовж осей Ох і Оу. Перетворення проводиться в останню чергу при наявності коефіцієнтів a і b, відмінних від нуля. При додатньому у=f (x+a), а графік зсувається вліво на |а| одиниць, при відємному а – вправо на |а| одиниць. При позитивному b графік функції у=f (x) + b паралельно переносимо вгору на |b| одиниць, при негативному b – вниз на |b| одиниць [21].
4. Побудова графіків функцій з модулем.
Тепер розглянемо докладніше кожне перетворення графіка функції. Перенесення вздовж осі ординат f(x) f(x)+b. Для побудови графіка функції слід: побудувати графік функції y=f(x), перенести вісь абсцис на |b| одиниць вгору при b>0 або на |b| одиниць вниз при b<0. Отриманий у новій системі координат графік є шуканим графіком функції [22].
[image: ]
Перенесення вздовж осі абсцис f(x) f(x+a). Для побудови даного графіка функції слід: побудувати графік функції y=f(x), перенести вісь ординат на |а| одиниць вправо при а>0 або на |а| одиниць вліво при а<0. Отриманий у новій системі координат графік є графіком функції y=f (x+a) [23].
[image: ]

Побудова графіка функції виду у=f(- x),f(x) ,f (- x). Для побудови даного графіка функції слід: побудувати графік функції y = f(x), відобразити його відносно осі ординат, отриманий графік є графіком функції y = f (- х) [22].
[image: ]
Побудова графіка функції виду у = -f(x). Для побудови графіка функції у = - f(x) слід: побудувати графік функції y=f(x), відобразити його відносно осі абсцис [24].
[image: ]
Стиснення (розтягнення) графіка вздовж осі ординат f(x) а∙f(x). Для побудови графіка функції y=а∙f(x) слід: побудувати графік функції y=f (x), збільшити його ординати b а раз при a>1 (зробити розтягнення графіка уздовж осі ординат) або зменшити його ординати в раз при a< 1 (зробити стиснення графіка уздовж осі ординат), отриманий графік є графіком функції y = a∙f (x) [24].
[image: ]
Стиснення (розтягнення) графіка вздовж осі абсцис f (x). Для побудови графіка функції у = f(x) слід: побудувати графік функції y=f (x), зменшити його абсциси в раз при a>1 (зробити стиснення графіка уздовж осі абсцис) або збільшити його абсциси в раз при a< 1 (зробити розтягнення графіка уздовж осі абсцис). Отриманий графік є графіком функції y=f (x) [24].
[image: ]
Побудова графіка функції з модулем:
1) частина графіка, розташована вище осі абсцис (включаючи точки на осі), зберігається, а частина графіка, розташована нижче осі абсцис, відображається симетрично щодо неї: y= │ f (x)| [25];
[image: ]
2) частина графіка, розташована правіше осі ординат (включаючи точки на осі), зберігається, а частина графіка, розташована лівіше осі ординат, замінюється на симетричну правій частині: y=f (│x│) [25].
[image: ]
3) частина графіка, розташована вище осі абсцис (включаючи точки на осі), зберігається, а частина графіка, розташована нижче осі абсцис, замінюється на симетричну верхній частині │ y│  =f (x) [25].
|y|=sin(x)
[image: ]
Таким чином, ми визначили і дослідили основні види перетворень графіків функцій.


[bookmark: _Toc83828637]1.2. Місце геометричних перетворень в програмі, в шкільних підручниках (для різних рівнів вивчення математики)

У сучасних шкільних програмах [34, 47, 48] поняттю геометричного перетворення відводиться досить скромне місце: школярам дають визначення таких перетворень як поворот, паралельне перенесення, симетрія, іноді інверсія, і показують, що ці перетворення можуть бути корисні при вирішенні певних завдань. Тим часом, поняття перетворення є для геометрії ключовим. Інакше кажучи, саме визначення геометрії вимагає його використання.
Курс математики основної школи логічно продовжує реалізацію завдань математичної освіти учнів, розпочату в початкових класах, розширюючи і доповнюючи ці завдання відповідно до вікових і пізнавальних можливостей школярів.
Зміст математичної освіти в основній школі структурується за такими змістовими лініями: числа; вирази; рівняння і нерівності; функції; геометричні фігури; геометричні величини. Кожна з них розвивається з урахуванням завдань вивчення математики на цьому ступені шкільної освіти, в якому виокремлюються два основні етапи: 5-6 класи і 7-9 класи. Освітні завдання на першому етапі реалізуються у процесі вивчення єдиного курсу математики, на другому – двох курсів: алгебри і геометрії. 
Головна лінія курсу геометрії – геометричні фігури та їх властивості. Основними поняттями курсу є: точка, пряма, площина, належати, лежати між. Перші три поняття – це основні геометричні фігури, а два останніх – основні відношення. Це неозначувані поняття – для них не формулюються означення, але їх зміст розкривається через опис, показ, характеристику. Інші поняття курсу визначаються, а їх властивості встановлюються шляхом доказових міркувань. Учень має усвідомити, що під час доведення теорем можна користуватися означеннями і раніше доведеними теоремами.
У 9 класі розширюються уявлення учнів про аналітичне задання геометричних фігур, зокрема подається рівняння прямої, кола, виводяться формули довжини відрізка, координат середини відрізка, формується поняття про метод координат, який застосовується до доведення теорем та розв’язування задач. До відомих учням скалярних величин долучаються векторні величини. Розглядаються рівні, протилежні, колінеарні вектори.
Поглиблене вивчення математики в 8-9 класах передбачає розширення і поглиблення змісту відповідного курсу математики загальноосвітньої школи, посилення його прикладної спрямованості, формування в учнів стійкого інтересу до предмета, виявлення і розвиток математичних здібностей, підготовку до поглибленого навчання математики в старшій школі. Поглиблене вивчення математики в основній школі є певною мірою орієнтаційним. Важливо тут допомогти учневі усвідомити ступінь свого інтересу до предмета і оцінити можливості оволодіння ним із тим, щоб після закінчення дев’ятого класу зробити свідомий вибір на користь подальшого поглибленого вивчення математики або вивчення її в межах загальноосвітнього курсу.
Крім загальних завдань, в основній школі реалізуються такі специфічні для даного етапу поглибленого навчання математики освітні завдання:
· вивчення геометричних перетворень площини (рухів, подібності) та їх властивостей, а також розвиток функціональних уявлень на геометричному змісті; 
· ознайомлення з методами геометричних перетворень, координат і векторів та вироблення умінь застосовувати їх під час розв’язування задач.
У темі «Геометричні перетворення» вивчається рух та його види (паралельне перенесення, симетрії відносно точки і прямої, поворот), гомотетія, перетворення подібності та властивості цих перетворень. Тут розглядається подібність фігур в більш загальному, порівняно з восьмим класом, аспекті, як результат перетворень площини. Значну увагу слід приділяти опису перетворень мовою декартових координат, встановленню відповідності між сутністю перетворення та його алгебраїчною інтерпретацією. Цей математичний апарат надає інструментарій для розв’язування широкого класу задач, у тому числі й тих, що розв’язувалися раніше іншими способами.
Якщо вивчення теми «Геометричні переміння» в 9 класі розраховано на 6 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе наступний навчальний матеріал:
1) Переміщення (рух) та його властивості.
2) [bookmark: _Toc83828638]Симетрія відносно точки і прямої, поворот, паралельне перенесення.
3) [bookmark: _Toc83828639]Рівність фігур.
То вивчення теми «Геометричні перетворення» в 9 класі (поглиблене вивчення математики) розраховано на 20 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал:
1)  Поняття геометричного перетворення.
2)  Переміщення (рух) та його властивості.
3)  Рівність фігур.
4) Паралельне перенесення.
5) Симетрія відносно точки і прямої.
6) Поворот. 
Застосування переміщень до розв'язування задач. Гомотетія та її властивоті.
7) Перетворення подібності та його властивості.
8) Подібність фігур.
9) Площі подібних фігур.
Застосування перетворень подібності та гомотетії до розв'язування задач. (Інверсія. Застосування інверсії до розв'язування задач).
Вивчення теми «Квадратична функція» в 9 класі (поглиблене вивчення математики) розраховано на 45 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал:
             1.Функції.
           2. Властивості функцій: парність і непарність, зростання і спадання, нулі і проміжки знакосталості, найбільше і найменше значення функції. [Використання властивостей функцій для розв'язування рівнянь і нерівностей.
3.Перетворення графіків функцій: f (x) → f (x) + b , f (x) →f (x + a), f (x) → kf (x) , f (x) → f (kx) , f (x) → f (-x) , f (x) →| f (x) | , f (x) → f (| x |).
 [Функції у = [х] і у = {х} та їх графіки.]
4. Квадратична функція, її графік і властивості.
5. Розв'язування нерівностей другого степеня з однією змінною. 
Дослідження властивостей квадратного тричлена з параметрами.
Графічні прийоми розв'язування задач з параметрами. 
 Метод інтервалів.
Навчання математики у старшій школі здійснюється на компетентнісній основі з урахуванням диференційованого підходу. Регламентовано воно Листом МОН України № 1/11-5966 від 01.07.2019 року: «Щодо методичних рекомендацій про викладання навчальних предметів у закладах загальної середньої освіти у 2019/2020 навчальному році» [26]. Відповідно цих рекомендацій, учні 10-11 класів вивчають два окремих предмета: «Алгебра і початки аналізу» та «Геометрія». На рівні стандарту на вивчення алгебри і початків аналізу відводиться 54 години протягом року, а на геометрію 51 година. На профільному рівні учні вивчають математику за 9-ти годинним тижневим навантаженням: 6 годин алгебри та початків аналізу і 3 години геометрії. Можливим є використання двох програм: для учнів, які вивчають математику на профільному рівні з 10-го класу і для учнів, які вивчали математику поглиблено з 8-го класу [25,26]
Вивчення теми «Функції, многочлени, рівняння і нерівності» в 10 класі (профільне вивчення математики) розраховано на 36 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал:
1.Числові функції.                                                                                           2.Способи задання функцій.                                                                                3.Область визначення і множина значень функції.                                            4.Графік функції.                                                                                                 5.Парність і непарність функцій, найбільше та найменше значення функції. 6.Властивості графіків парних і непарних функцій.                                      7.Побудова графіків функцій за допомогою геометричних перетворень відомих графіків функцій.
8.Оборотні функції. Взаємно обернені функції. Графік оберненої функції.
9.Найпростіші рівняння з параметрами.
10.Нерівності. Метод інтервалів.
11.Ділення многочленів. 
12.Теорема Безу та наслідки з неї.
13.Метод математичної індукції
 Вивчення теми «Паралельність прямих і пощин у просторі» в 10 класі (профільне вивчення математики) розраховано на  24 години навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал: 
1. Взаємне розміщення двох прямих у просторі: прямі, що перетинаються; паралельні прямі;  мимобіжні прямі. Ознака мимобіжних прямих..
2.Взаємне розміщення прямої та площини у просторі: пряма і площина, що перетинаються;  паралельні пряма і площина. 
3. Ознака паралельності прямої та площини. 
4. Взаємне розміщення двох площин у просторі: площини, що перетинаються, паралельні площини. 
5. Ознака паралельності площин. Властивості паралельних площин.
6. Паралельне проекціювання, його властивості. Зображення плоских і просторових фігур у стереометрії.
7.Задачі на побудову перерізів многогранників  методом слідів.
Вивчення теми «Координати, вектори, геометричні перетворення в просторі» в 10 класі (профільне вивчення математики) розраховано на  22 години навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал:
1. Прямокутна декартова система координат у просторі, координатний простір. Координати точки.                                                                                            2. Формула відстані між двома точками.  
2. Координати середини відрізка. Координати точки, яка ділить відрізок у заданому відношенні.
3. Вектори у просторі. Координати вектора. Довжина вектора. Рівність векторів. Колінеарність векторів. Компланарність векторів.                                      5. Операції над векторами та їх властивості: додавання і віднімання векторів, множення вектора на число, скалярний добуток векторів.                                  6. Кут між векторами. Поняття про координатний і векторний методи розв'язування задач.  
7.Найпростіші геометричні місця точок простору.
8. Рівняння площини, сфери.
9. Перетворення у просторі: симетрія відносно точки, симетрія відносно площини, паралельне перенесення.
 Вивчення теми «Степенева функція» в 10 класі (профільне вивчення математики) розраховано на  30 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал: 
1.Корінь n-го степеня. Арифметичний корінь n -го степеня, його властивості. Перетворення виразів з коренями n-го степеня.

2.Функція  та її графік.
3.Степінь з раціональним показником, його властивості. Перетворення виразів, які містять степінь з раціональним показником.
4. Степенева функція, її властивості та графік.
5.Ірраціональні рівняння. Ірраціональні нерівності.
6.Ірраціональні рівняння, нерівності з параметрами.
 Вивчення теми «Показникова і логарифмічнї функція» в 11 класі (профільне вивчення математики) розраховано на  40 годин навчального часу. Дана тема  включає в себе такий навчальний матеріал: 
1.Степінь із дійсним показником.                                                             2.Показникова функція.                                                                                   3.Логарифми та їх властивості.                                                                 4.Логарифмічна функція.                                                                                5.Показникові та логарифмічні рівняння і нерівності та їх системи, зокрема з параметрами.                                                                                                       6.Похідні показникової та логарифмічної функцій.                                  Проведемо огляд навчально-методичної літератури за темою «Геометричні перетворення». Для цього розглянемо такі навчальні посібники: «Геометрія» підручник для 9 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Бевз Г. П., Бевз В. Г., Владімірова Н. Г.) [5],  «Геометрія для загальноосвітніх навчальних закладів з поглибленим вивченням математики» підручник для 9 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Мерзляк А. Г., Полонський В. Б., Якір М. С.) [26],   «Геометрія. Початок вивчення на поглиблному рівні з 8 класу” підручник для  10 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Мерзляк А. Г., НоміровськийД.А.,, Полонський В. Б., Якір М. С.) [27].
Тема «Геометричні перетворення» в посібнику «Геометрія» для 9 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Бевз Г. П., Бевз В. Г., Владімірова Н. Г.).
Цій темі присвячений розділ 5, який  складається з шести параграфів. 
У § 21 “ Переміщення та його властивості” на прикладі найпростішого стрічкового  орнамента вводиться поняття “геометричне перетворення фігури”, теорема 12 з доведенням: “Якщо точка  B лежить між точками A i C , а переміщення відображає їх на точки ,  i ,то  лежить  між  i " та теорема 13 з доведенням “ Переміщення відображає відрізок на рівний йому відрізок”.
У § 22 “Симетрія відносно точки” наводиться теорема 14 з доведенням:
“ Симетрія відносно точки - переміщення”. В параграфі дається означення центральній симетрії, приклади центрально-симетричних фігур.
У § 23  “Симетрія відносно прямої” дається означення симетричним фігурам відносно прямої та теорема 16 з доведенням  “Перетворення симетрії відносно прямої є переміщення”
У § 24 “Поворот” дається означення, що  називається центром повороту та кутом повороту. Після теореми 17 та її доведення дається означення:  ” Симетрія відносно точки є поворот на 180° навколо цієї точки”.
У § 25 “Паралельне перенесення” . Його вводять за допомогою малюнка. Дається теорема 18 з доведенням: “Паралельне перенесення - переміщення”.                                                                                                              	У § 26 “Перетворення подібності” вводяться означення, що називають перетворенням подібності та коефіцієнтом подібності. Теорема 19 з доведенням:  “Перетворення подібності переводить три точки, що лежать на одній прямій,  у точки, що лежать на одній прямій, і зберігає порядок взаємного розміщення цих точок”. Водиться означення подібних фігур та властивості подібності. Теорема 20 з доведенням: “Відношення периметрів подібних многокутників дорівнює коефіцієнту подібності”. Теорема 21 з доведенням: “Відношення площ подібних многокутників дорівнює квадрату коефіцієнта подібності”
          Тема «Перетворення фігур» в навчальному посібнику «Геометрія для загальноосвітніх навчальних закладів з поглибленим вивченням математики» підручник для 9 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Мерзляк А. Г., Полонський В. Б., Якір М. С.).
 Цій темі присвячений параграф 6, який  складається з 6 пунктів.
 В цьому параграфі ознайомлюють з такими видами перетворень: паралельне перенесення, центральна симетрія, осьова симетрія, поворот, подібніть.
Пункт 19. Перетворення (відображення) фігур. На прикладі рисунків дається означення образу і прообразу фігури, та яке перетворення називається оборотним, оберненим, тотожним, взаємно оберненим.
Пункт 20. Рух. Паралельне перенесення. Означення: “Перетворення фігури F, яке зберігає відстань між точками, називають рухом (переміщенням) фігури   F. В цьому пункті доводяться шість  теорем про рух, вивчається два наслідка з теорем. Наслідок з теореми: “Якщо фігура  - образ фігури F при паралельному перенесенні, то F =.  В кінці пункту автор дає алготитм побудови.
Пункт 21. Осьова симетрія. Починається пункт з означення, які точки називаються симетричними відносно прямої l. На прикладі рисунка дається означення осьової симетрії відносно прямої l та як називається пряма l. Властивость осьової симетрії - теорема 21.1 з доведенням. Осьова симетрія є рух. Два наслідка з теореми:
Наслідок 1. Якщо, (F) = ,то F =.
Наслідок 2. Осьова симетрія є оборотним перетворенням. Якщо (F) =то, () =F, тобто (F) = F.
Означення . Фігуру називають симетричною відносно прямої l, якщо (F) = F. Після означення наводяться приклади фігур, які мають вісь симетрії.
Рівносторонній трикутник має три осі симетрії, квадрат має чотири осі симетрії. Теорема 21.2. Якщо фігура має рівно дві осі симетрії, то ці осі перпендикулярні. Теорема 21.3. Якщо многокутник має дві або більше осей симетрії, то вонт перетинаються в одній точці. Ці теореми пропонує автор довести на математичному гуртку. Теорема 21.4. Композиція двох осьових симетрій з паралельними осями є паралельним перенесенням. Ц теорему автор пропонує самостійно довести по складеному плану. В кінці пункту наведені приклади розв'язання задач та наводить приклад, який трикутник називається ортоцентричним.
Пункт 22. Центральна симетрія. Пункт починається з означення: “ Точки A i називаються симетричними відносно точки O, якщо точка O є серединою відрізка A. Точку O вважають симетричною самій собі. На прикладі рисунків показують, що називають центральною симетрією відносно точки, центром симетрії. Властивість центральної симетрії - теорема 22.1. Центральна симетрія є рухом. Після доведення теореми дається два наслідки.
Наслідок 1. Якщо  (F) =  , то F=.
Наслідок 2. Центральна симетрія є оборотним перетворенням. Якщо (F) =   , то  ( )=F , тобто  ᵒ (F) =F. 
Означення. Фігуру називають симетричною відносно точки О, якщо (F) =F.  Після означення автор наводить приклади фігур , які мають центр симетрії. В кінці пункту  автор наводить приклади розвязання задач: дві на побудову, дві - довести.
Пункт 23. Поворот.
 Пояснення починається з рисунка, на якому зображені точки, що утворюють рівні відрізки та рівні кути. Автор показує, яку точку називають центром повороту, а який кут називають кутом повороту. Далі розгядається фігура F,точка O ,кут α. та точки, які належать фігурі  F і  точки, які ставлять у відповідність точкам фігури F, які є образом даним точкам. Внаслідок такого перетворення фігури F отримаємо фігуру . Автор називає таке перетворення  фігури F поворотом навколо центра О проти годинникової стрілки на кут α та позначає .  Пишуть:  (F) =. Точку О називає центром повороту. Теорему 23.1.(властивість повороту): “ Поворот є рухом.” автор пропонує довести самостійно. Теорема 23.2 Композицією двох осьових симетрій з непараельними осями є поворот навколо точки перетину осей. Довести теорему пропонують самостійно, по складеому плану.
Теорему 23.3. Будь-який рух фігури є композицією не більше, ніж трьох осьових симетрій.довести теорему пропонеється на математичному гуртку.
Пункт 24. Гомотетія. Подібність фігур.  Пояснення теми починається з розгляду фіксованої точки О та довільної точки Х.  
Теорема 24.1. При гомотетії фігури F із коефіцієнтом k усі відстані між її точками змінюються в | k | разів, тобто якщо A і B — довільні точки фігури F, а точки i  — їхні відпо- відні образи при гомотетії з коефіцієнтом k, то  = | k | AB.
Наслідок. Якщо трикутник  гомотетичний трикутнику ABC із коефіцієнтом гомотетії k, то ∆   ∆ABC.
Теорем а 24.2. При гомотетії фігури F образами будь-яких її трьох точок, які лежать на одній прямій, є три точки, які лежать на одній прямій, а образами трьох точок, які не лежать на одній прямій, є три точки, які не лежать на одній прямій. 
Скориставшися теоремою 24.1 та ідеєю доведення теореми 20.1, автор пропонує довести  цю теорему самостійно. 
Наслідок. При гомотетії відрізка, променя, прямої образами є відповідно відрізок, промінь, пряма. При гомотетії кута образом є кут, рівний даному. При гомотетії трикутника образом є трикутник, подібний даному.
Означення. Дві фігури називають подібними, якщо одну з них можна отримати з другої в результаті композиції двох перетворень: гомотетії та руху..
З попередніх теорем і означень, автор робить висновок:при  перетворенні подібності фігури F відстані між її точками змінюються в одну й ту саму кількість разів
Теорема 24.3. Відношення площ подібних многокутників дорівнює квадрату коефіцієнта подібності.
 В кінці пункту дається оповідання: “Інверсія”.
У цьому оповіданні ми розглянемо перетворення фігур, яке називають інверсією (від латин. inversio — перегортання, обернення) та властивості інверсії. 
Властивість 1. Образами точок, які лежать усередині кола інверсії (не включаючи центр кола), є точки, які лежать поза колом, і навпаки, образами точок, які лежать поза колом інверсії, 
є точки, які лежать усередині кола. 
Властивість 2. Якщо X — довільна точка кола інверсії, то тобто всі точки кола інверсії є нерухомими точками цього перетворення.
Властивість 3. Інверсія є оборотним перетворенням. Перетворенням, оберненим до інверсії , є ця сама інверсія .
  Тема «Паралельність у просторі» в навчальному посібнику «Геометрія. Початок вивчення на поглиблному рівні з 8 класу” підручник для  10 класу загальноосвітніх навчальних закладів (авт. Мерзляк А. Г., НоміровськийД.А.,, Полонський В. Б., Якір М. С.).
Параграф 2. Паралельність у просторі. У цьому параграфі освітній матеріал про взаємне розміщення двох прямих, прямої та площини, двох площин у просторі.  
У 4 пункті даного парагрфа автор дає означення паралльним та мимобіжним прямим, та на прикладі рисунків показує. Далі даються теореми з доведенням, що є властивостями прямих.
Теорема 4.1. Через дві паралельні прямі проходить площина, і до того ж тільки одна.
Теорема 4.2. Через точку в просторі, яка не належить даній прямій, проходить пряма, паралельна даній, і до того ж тільки одна.
Теорема 4.3 (ознака мимобіжних прямих). Якщо одна з двох прямих лежить у площині, а друга перетинає цю площину в точці, яка не належить першій прямій, то дані прямі мимобіжні.
 5 пункт. Паралельність прчмої та площини.
Опрцювання нового матеріалу починається з розгляду  двох можливих випадків взаємного розміщення прямої та площини: 
1) пряма належить площині, тобто всі точки прямої належать площині; 
2) пряма перетинає площину, тобто пряма має з площиною тільки одну спільну точку.
На прикладі куба автор подає означення.
Означення. Пряму та площину називають паралельними, якщо вони не мають спільних точок.
Теорема 5.1  (ознака паралельності прямоої та площини) з доведенням. Якщо пряма, яка не належить даній площині, паралельна якій-небудь прямій, що лежить у цій площині, то дана пряма паралельна самій площині.
Теорема 5.2. Якщо площина проходить через дану пряму, паралельну другій площині, та перетинає цю площину, то пряма перетину площин паралельна даній прямій.
Наслідок. Якщо пряма паралельна площині, то в цій площині існує пряма, паралельна даній прямій. 
Наслідок автор пропонє довести  самостійно. 
Теорема 5.3. Якщо через кожну з двох паралельних прямих проведено площину, причому ці площини перетинаються по прямій, відмінній від двох даних, то ця пряма паралельна кожній із двох даних прямих.
Теорема 5.4. Дві прямі, паралельні третій прямій, паралельні між собою.


Пункт 7. Перетворення фігур у просторі. Паралельне проектування.
На прикладі тетрандра автор показує перетворення фігури в просторі, яке називають паралельним перенесенням у просторі.Так само на прикладі, показує яке перетворення фігури в просторі,  називають симетрією відносно точки або центральною симетрією. 
Означення. Перетворення фігури F, яке зберігає відстань між її точками, називають рухом (переміщенням) фігури F.                                                    Автор проволить аналогію з перетворенням фігур на площині.   
Означення. Фігуру називають симетричною відносно точки O, якщо для кожної точки даної фігури точка, симетрична їй відносно точки O, також належить цій фігурі. 
Точку O називають центром симетрії фігури. Також говорять, що фігура має центр симетрії.
Означення. Дві фігури називають рівними, якщо існує рух, при якому одна з даних фігур є образом другої фігури. 
Приклади прояву центральної симетрії в природи автор показує на рисунках. 

Також  в стереометрії можна застосовувати першу, другу та третю ознаки рівності трикутників. . 
Означення. Перетворення фігури F, при якому відстані між її точками змінюються в одну й ту саму кількість разів, називають перетворенням подібност.
На прикладі, тіні від фігур, автор ілюструє перетворення фігури, яке називають паралельним проектуванням. Далі йде опис паралельного проектуванняНехай дано площину a, пряму l, що перетинає цю площину, 
і фігуру F . Через кожну точку фігури F проведемо пряму, паралельну прямій l (якщо точі фігури Fка фігури F належить прямій l, то як проведену пряму розглядатимемо саму пряму l). Точки перетину всіх проведених прямих із площиною a утворюють деяку фігуру .
Теорема 7.1. дається з доведенням. Паралельною проекцією прямої є пряма; паралельною проекцією відрізка є відрізок .
Теорема 7.2. та теорема 7.3. даються без доведення.
Теорема 7.2. Паралельною проекцією двох паралельних прямих є або пряма, або дві паралельні прямі. Паралельні проекції двох паралельних відрізків лежать на одній прямій або на паралельних прямих  
Теорема 7.3. Відношення паралельних проекцій відрізків, які лежать на одній прямій або на паралельних прямих, дорівнює відношенню самих відрізків.

Пункт 6. Паралельність пощин.
Автор пропонує розглянути варіанти можливого взаємного розміщення двох 
площин.
У пункті дано три теорем з доведенням та три наслідка, наслідок автор пропонує довести самостійно.
Означення. Дві площини називають п аралельними, якщо вони не мають спільних точок.
Висновок з означення:будь-яка пряма, що лежить в одній із двох паралельних площин, паралельна другій площині. 
Теорема 6.1 (ознака паралельності двох площин). Якщо дві прямі, що перетинаються, однієї площини паралельні відповідно двом прямим другої площини, то ці площини паралельні.
Наслідок. Якщо кожна з двох прямих однієї площини, які перетинаються, паралельна другій площині, то ці площини паралельні.
Теорема 6.2. Через точку в просторі, яка не належить даній площині, проходить площина, паралельна даній площині, і до того ж тільки одна.
Теорема 6.2. Через точку в просторі, яка не належить да- 
ній площині, проходить площина, паралельна даній площині, 
і до того ж тільки одна.
Наслідок 1. Якщо пряма перетинає одну з двох паралельних площин, то вона перетинає й другу площину.
Наслідок 2. Усі прямі, які проходять через дану точку поза даною площиною та паралельні їй, лежать в одній площині.
Теорема 6.3. Прямі перетину двох паралельних площин третьою площиною паралельні.
Пункт 8. Зображення плоских і просторових фігур.
Автор  пропонує розглчнути зображення деяких многокутників на площині a в напрямі прямої l. 
Якщо пряма l паралельна площині многокутника або належить цій площині, то зображенням многокутника є відрізок. 
Тепер розглянемо випадок, коли пряма l перетинає площину многокутника. 
Із властивостей паралельного проектування випливає, що паралельною проекцією трикутника є трикутник.
Німецькі математики Карл Польке і Герман Шварц довели, що зображенням будь-якого тетраедра може слугувати з точністю до подібності будь-який чотирикутник разом з його діагоналями . Це твердження називають теоремою Польке—Шварца.









[bookmark: _Toc83828642]1.3. Застосування ІКТ для побудови графіків функцій шляхом геометричних перетворень

У сучасному світі з кожним днем інформаційні потоки все більше проникають в різні сфери діяльності. У зв’язку з цим необхідно переглянути систему вивчення курсу геометрії в основній і старшій школі. Інформаційні технології допоможуть встигнути повторити на занятті шкільний матеріал, а потім вивчити відповідну нову тему геометрії. 
При традиційному читанні уроків і проведенні практичних занять з геометрії потрібні численні побудови, з використанням креслярських інструментів. Це займає велику кількість часу. Використовуючи інформаційні технології, можна урізноманітнити заняття з геометрії барвистими, анімованими слайдами. Інформаційні технології дозволяють розглянути всі випадки вирішення тієї чи іншої задачі, доказ теореми, розглянути окремий випадок і т.д. Засоби мультимедіа сприяють більш глибокому і усвідомленому засвоєнню досліджуваного матеріалу, так як учень, освоївши основні поняття на уроці, легко зможе повернутися до переглянутого матеріалу для закріплення або повторення його в позанавчальний час. 
При традиційному навчанні геометрії багато учнів відчувають труднощі, цілі навчання часто не досягаються, і однією з причин цього, на думку багатьох методистів, є переважання аналітичних методів вивчення. Психологічно обґрунтовано, що при вивченні систематичного курсу геометрії, доцільно спиратися на наочно-дієве мислення і практичну діяльність школярів і віддавати перевагу конструктивному підходу в якості можливого шляху вдосконалення викладання систематичного курсу геометрії. Засобом реалізації конструктивного підходу може бути система конструктивних завдань, що забезпечує можливість вивчення геометричних перетворень та їх застосування [20, c. 6]. 
На уроках, присвячених вивченню геометричних перетворень та його видів вчителю, як правило, доводиться малювати на дошці безліч різних фігур і намагатися зобразити процес їх перетворення. Застосування PowerPoint в таких випадках економить час на заняттях, надаючи анімаційні креслення, підвищує наочність в порівнянні зі статичною картинкою на дошці. 
Геометричні перетворення відображають загальні закономірності явищ природи. Такі перетворення як осьова, центральна симетрія, паралельне перенесення, поворот – є узагальнення спостережуваних в природі явищ. Поняття руху взято з реальної дійсності і є відображенням властивостей реальних предметів. Завдяки цьому вивчення геометричних перетворень передбачає можливість широкого використання завдань прикладного характеру і практичного змісту. Застосовуючи дані геометричні перетворення, можна створювати незвичайної краси орнаменти, ескізи для паркетів. Чарівність красивими образами допомагає переконати школярів в затребуваності знання про геометричні перетворення площини. 
Крім того, слід зауважити, що для геометрії ця тема важлива і цікава сама по собі, не тільки в зв’язку з її застосуванням для побудови візерунків. Так мотивується необхідність вивчення геометричних перетворень в шкільному курсі геометрії. Всю красу природи і прикладної спрямованості геометричних перетворень можна продемонструвати використовуючи інформаційні технології [30, c. 220].
В українських школах при вивченні математики використовується велика кількість інтерактивних геометричних середовищ – це і Математический конструктор, Живая математика, Живая геометрія (Росія), GRAN, DG (Україна), GeoGebra (Австрія), Cabri (Франція), Geometer's Sketchpad (США), GeoNext  (Німеччина) тощо [1; 19; 33; 51; 52; 53; 54;]. Работа в них інтуїтивно зрозуміла та ідентична – будуються базові об’єкти, які потім можна динамічно змінювати і спостерігати за певними якісними властивостями та кількісними характеристиками. Кожна із зазначених вище програм підтримує вивчення геометричних перетворень, але містить власні інструменти їх реалізації, про що зазначимо нижче.
1. У середовищі Gran2d можна здійснювати паралельне перенесення, поворот, гомотетію, деформацію (стиснення) об’єктів типу Точка, Пряма, Ламана, Коло за допомогою пункту головного меню Об’єкт/Перетворення. 
Параметри перетворення можна задавати як через введення координат вектора чи кута повороту у відповідні поля (Об’єкт/ Перетворення параметрично), так і графічно через Об’єкт/Перетворення з екрану.
Якщо не обрати послугу Створити результуючий об’єкт, то вихідний об’єкт не зберігається, а замінюється його образом при перетворенні. Додамо, що з образом інтерактивно працювати вже буде неможливо.
Якщо не обрати послугу Прикріпити до вихідних, то при зміні вихідного об’єкта результуючий об’єкт автоматично не змінюється, і два об’єкти не будуть зв’язаними. Результуючий об’єкт можна змінити незалежно від вихідного, тобто вони наче зовсім нічим не зв’язані. Якщо ж обрати дану послугу, то створений новий об’єкт буде залежним від вихідного, але нерухомим.
Приклад 1. (Gran2d) Дано рівні відрізки АВ і А1В1. Знайдіть центр повороту, при якому відрізок АВ переходить у відрізок А1В1. [9, с. 127] 
Спочатку знайдемо відповідь традиційними побудовами. 
Нехай задано два рівних відрізки АВ і А1В1. Для побудови точки, що є центром повороту, яким відрізки переводяться один в одного, досить визначитися з відповідністю точок (А переходить у А1, В переходить у В1) і побудувати серединні перпендикуляри до відрізків АА1 і ВВ1. Точка перетину серединних перпендикулярів шукана.
Побудови здійснимо вбудованими інструментами. За допомогою динамічних надписів дослідимо кути АЕА1 і ВЕВ1, які є кутами повороту для точок А і В – вони будуть однаковими при всяких положеннях кінців вихідних відрізків (рис.1.1). 
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Рис.1.1. Поворот відрізка АВ навколо центра Е у середовищі Gran2d

Тепер комп’ютерними інструментами середовища здійснимо поворот відрізка АВ на зафіксований у динамічних виразах кут (Об’єкт / Перетворення) і побачимо, що були створені три нові об’єкти (дві точки і відрізок на них), які повністю співпали з відрізком А1В1. 
Зауважимо, що вбудований інструмент вчителю варто використовувати для перевірки одержаного учнем у середовищі Gran2d результату. Його використання відразу на початку вивчення теми не сформує розуміння суті повороту, а тому неможливим далі буде його використання при розв’язуванні інших задач. 
2. У пакеті DG відсутні спеціальні інструменти, які б здійснювали перетворення фігур, тому користуються означенням самого перетворення та інструментами Симетрична точка, Симетрична відносно прямої точка, Інверсна точка. На основі цих інструментів та динамічного сліду можна одержати образи (нажаль, нерухомі!) більш складних геометричних фігур.
[bookmark: _Toc483553402][bookmark: _Toc483553403]Наведемо приклади. Центральна симетрія. Візьмемо довільні точки E, G і F на сторонах трикутника АВС. Використовуючи інструмент Симетрична точка, побудуємо точки І, H, J, симетричні точкам E, G і F відносно точки O. Переміщуючи точки E, G і F уздовж сторін трикутника, точки І, H, J залишать слід, що описує сторони симетричного відносно точки О трикутника (рис. 1.2).
Симетрія відносно прямої. Нехай E, F, G – точки, взяті довільно на сторонах трикутника АВС. Побудуємо точку R, симетричну точці Е відносно даної прямої (інструмент [image: ]). При переміщенні точки Е вздовж АВ точка R буде описувати образ сторони АВ, симетричний відносно осі симетрії. Аналогічно інші точки F і G опишуть образи двох інших сторін (рис. 1.3). 
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Рис. 1.2. Демонстрація центральної симетрії в середовищі DG
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[bookmark: _Toc483553404]Рис. 1.3. Демонстрація симетрії відносно прямої в середовищі DG

Паралельне перенесення. Паралельне перенесення будемо задавати вектором EF. Щоб побудувати образ точки, взятої на стороні трикутника, наприклад, образ G точки D, скористаємося командою Фігури/Аналітично/Точка. Координати точки G задамо формулами, які визначаються координатами точки D і координатами початку і кінця вектора EF: Х=D.X+(F.X–E.X), Y=D.Y+(F.Y–E.Y).
[bookmark: _Toc483553405]Аналогічно можна задати гомотетичні перетворення. 
Вважаємо, що задачі такого типу сприяють кращому засвоєнню теми, оскільки базуються на означенні перетворень і конструктивному підході. Разом з цим зауважимо, що у середовищі DG можливі побудови лише нерухомого сліду для складних об’єктів – динамічними залишаться лише точки, а не фігури, які вони прорисують.
3. У пакеті Живая Геометрия можна здійснювати поворот, паралельне перенесення, симетрію відносно точки та прямої, гомотетію. Перед тим, як використати потрібний інструмент, потрібно обрати ті об’єкти, які будуть приймати участь у перетворенні. Так, наприклад, для виконання паралельного перенесення потрібно відмітити об’єкт, який переноситься, вектор переносу. Останній може задаватися кількома способами: через відстань по горизонталі та по вертикалі, якщо вектор переносу визначено у декартовій системі координат; відстанню та кутом, якщо вектор переносу задано у полярній системі координат; двома точками, які визначають початок і кінець вектора переносу. При цьому варто пам’ятати, що у програмі автоматично розрізняється довжина відрізка (сприймається як довжина напрямленого відрізка) і відстань між точками.
Зауважимо, що в той час, коли вікно властивостей перетворення відкрите, робоча область середовища залишається активною. Це дозволяє змінювати параметри перетворення. При цьому з’являється майбутній образ фігури блідого кольору. Після того, як образ відтворено на екрані, його також можна динамічно змінювати і спостерігати за змінами вихідної фігури, чого, наприклад, не можна зробити у середовищі DG і Gran2d.
Приклад 2. (Жива Геометрія) Вписати квадрат у даний трикутник [26, с. 206].
Для побудови моделі (рис. 1.4) пропонуємо спочатку побудувати трикутник, потім обирати на його стороні довільну точку, через яку проводимо перпендикуляр. Відмічаємо точку перетину і ховаємо перпендикуляр. Одержаний відрізок повертаємо на 900 так, щоб у результаті отримати квадрат, який однією стороною буде лежати на основі трикутника (інші способи побудови можуть порушити конструкцію). Проводимо пряму через вершину трикутника і вершину квадрата, відмічаємо одержану точку перетину. Якщо змінювати квадрат, то в якийсь момент він стане вписаним у трикутник, що і вимагається умовою задачі. Точну відповідь одержимо, застосувавши гомотетію до початкового квадрату.  
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Рис. 1.4. Квадрат, вписаний у даний трикутник, у середовищі Жива Геометрія
[image: ]
Рис. 5. Замощення площини у середовищі  Жива Геометрія

При заданні гомотетії потрібно вказати центр гомотетії (Преобразования/Отметить центр або подвійне натискання на потрібній вершині) та коефіцієнт гомотетії (Преобразования/Отметить коэфициент), який дорівнюватиме відношенню GH/GE’. Після цього відмічаємо квадрат, який потрібно перетворити, у меню Преобразования обираємо Гомотетия і отримуємо фігуру, гомотетичну даній.
Приклад 3. (Живая Геометрия) Цікаве завдання пропонується у [50] для вивчення паралельного перенесення: замостити площину паркетом власного дизайну (рис. 1.5).
Будуємо паралелограм ABCD. На сторонах АВ і AD побудуємо довільні ламані. Перенесемо ламану, побудовану на стороні АВ, на вектор ВС. Перенесемо ламану, побудовану на стороні AD, на вектор АВ. Серією паралельних перенесень заповнюємо площину.
На перший погляд, інтерфейс середовища Живая Геометрия містить замалу кількість інструментів для оперування об’єктами та здійснення над ними певних розрахунків. Але розробниками середовища закладено у ці інструменти достатній потенціал, і якщо звикнути до особливостей роботи у цьому середовищі, а на це потрібен деякий час, то у подальшій навчальній і практичній діяльності можна не лише реалізувати цікаві проекти, а і одержати задоволення від результату.
4. У пакеті Математический конструктор присутня група команд Преобразования, яка включає паралельне перенесення, поворот, осьову симетрію, гомотетію. 
Інструмент Поворот використовується наступним чином: виділяємо фігури, які будуть обертатися (щоб позначити завершення вибору фігур, потрібно натиснути Enter або при виборі останньої фігури натиснути на неї двічі); обираємо інструмент Поворот у вкладці Построения/ Преобразования або на панелі інструментів; мишею вказуємо центр О, причому можна обрати вже існуючу точку чи створити нову (замість цього можна натиснути Enter, і відкриється діалог властивостей повороту, в якому різними способами можна задати центр та кут); вказуємо або створюємо три точки A, B, C, які задають кут повороту. 

У результаті на екрані з’явиться динамічний об’єкт, позначений , який дозволяє не тільки змінювати параметри перетворення, а й виконувати дане перетворення ще раз. Зауважимо, що за замовчуванням поворот здійснюється проти годинникової стрілки.
Приклад 4. (Математический конструктор) Зовні сторін правильного трикутника побудовані квадрати. Показати, що їх центри є вершинами правильного трикутника [9, с. 51]
Будуємо правильний трикутник АВС. На стороні ВС будуємо Квадрат1. При повороті навколо точки О (центр трикутника) на кути 1200, 2400 та 3600 фігура Квадрат1 переходить у фігури Квадрат2, Квадрат3 та у себе відповідно. При цих поворотах центр першого квадрату (точка О1) переходить у точки О2, О3 та у себе (рис. 1.6). Відрізки О1О2, О2О3, О3О1 рівні між собою. При зміні положення точок вихідного трикутника довжини сторін трикутника О1О2О3 залишаються однаковими. 
[image: ]
Рис. 1.6. Модель до прикладу 4 у середовищі Математический конструктор

Приклад 5. (Математический конструктор) Побудувати рівносторонній трикутник АВС, вершина А якого знаходиться у заданій точці, вершина В лежить на заданому колі, а вершина С лежить на заданій прямій. 
Припустимо, що трикутник АВС вже побудовано. За умовою задачі точка А є заданою, точки В та С потрібно знайти. За властивістю правильного трикутника точка С переходить у точку В при повороті на кут -600 навколо точки А. Але точка С повинна лежати на даній прямій, тому точка В як образ точки С при повороті, повинна лежати на образі даної прямої. Тому для побудови точки В достатньо повернути дану пряму навколо точки А на -600 – точка перетину одержаної прямої і даного кола буде шуканою точкою В. Оскільки точок перетину прямої з колом може бути 0, 1 або 2, то такою ж буде і кількість розв’язків (рис. 1.7).
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Рис. 1.7. Модель до прикладу 5 у середовищі Математичний конструктор

Візьмемо одну з точок перетину (вершину В майбутнього трикутника) і з’єднаємо її з точкою А. Якщо наші міркування правильні, то третя вершина правильного трикутника попаде на задану пряму. Будуємо два кола з центрами у точках А і В1 радіусом АВ1 та А і В2 радіусом АВ2. Точки перетину кіл розташовані на заданій прямій. Вимірювання сторін трикутників показує, що вони рівносторонні (рис. 1.8).
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Рис. 1.8. Шукані трикутники до прикладу 5 у середовищі Математический конструктор
Середовища Живая геометрия і Математический конструктор передбачають побудову динамічного сліду, що дозволяє у них не лише розв’язувати задачі на геометричні перетворення, а і на початку вивчення теми реалізувати ідеї, описані нами при залученні середовища DG. Зауважимо що розробниками програми Математический конструктор пропонується інструмент Проверить ответ, який дозволяє перевіряти правильність побудови [40]. 
5. У програмі GeoGebra на головній панелі можна знайти наступні інструменти перетворень: симетрія відносно прямої, симетрія відносно точки, відображення відносно кола, поворот навколо точки на кут, паралельне перенесення, гомотетія відносно точки.
До особливостей даного середовища слід віднести динамічну рухомість образу при змінах прообразу. Іншими словами, при русі вихідної фігури автоматично рухається і результуюча фігура. При цьому автономний рух результуючої фігури неможливий. Також неможливо динамічно змінити параметри перетворення – вони задаються окремо. Зауважимо, що перетворення можна задавати через командний рядок.
Приклад 6. (GeoGebra) Дано дві прямі a та b, які перетинаються, і відрізок CD. Побудувати паралелограм ABCD, вершини А та В якого лежать відповідно на прямих a та b [17, с. 5]
Ідея розв’язання наступна. Вектори АВ та CD рівні, тому при паралельному перенесенні на вектор CD точка А перейде в точку В. Але образ точки А повинен належати образу прямої а, тому точка В є точкою перетину прямої b з прямою a’, в яку переходить пряма а. 
Таким чином, спочатку будуємо образ прямої а (пряму a’) та точку В. Потім перенесемо точку В на вектор –CD і отримуємо точку А. З’єднуємо точки і отримуємо шуканий паралелограм ABCD (рис. 1.9). Зауважимо, що точку А можна було одержати побудовою паралельної до сторони ВС прямої.
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Рис. 1.9. Модель до прикладу 6 у середовищі  eoGebra

Оскільки прямі a та b перетинаються, то прямі а та a’ паралельні, і задача завжди має єдиний розв’язок.
Дослідження можливостей використання програм динамічної математики і напрацювання методик їх використання тривають. Однозначного висновку на користь одного зі згаданих програмних засобів науковці та методисти не дають, тому «власні» знайомство і використання комп’ютерних інструментів у професійній діяльності чекають на кожного сучасного вчителя математики. Цим не тільки підвищується власний досвід використання програмних засобів підтримки навчання математики, а і розширюється коло тих методичних питань, які наразі є відкритими і потребують подальшого дослідження і вирішення [41]. 
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[bookmark: _Toc83828644]2.1. Задачі на геометричні перетворення в алгебрі (різні рівні вивчення)
Для курсу “Алгебра і початки аналізу” однією з провідних змістових ліній  навчання є функціональна, тому у процесі навчання особлива увага приділяється дослідженнм властивостей функцій у тій чи іншій формі. Особливу увагу при вивченні функції  потрібно приділяти формуванню в учнів умінь встановлювати властивості функції за її графіком, будувати ескізи гафіків функцій, виконувати геометричні перетворення графіків функцій та розвязувати задачі на перетворення графіків функцій.
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Завдання 1. Масштабування. Побудова графіка функції методом перетворень.
а) 
б) 
а) Рішення. Дія 1: побудова графіку 
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Дія 2: збільшуємо ординати в 2 рази. Так як 2>1 відбувається розтягнення графіка уздовж осі ординат.
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б) Рішення. Дія 1: побудова графіку 
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Дія 2: збільшуємо ординати в 0,5 рази. Так як 0<0,5<1 відбувається стиснення графіка уздовж осі ординат.
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На основі двох вищенаведених завдань можна скласти алгоритм для побудови графіків функцій способом перетворення виду масштабування (рис. 2.1).
 (
Якщо 0<k<1, то провести стиснення графіка уздовж осі
 
ординат
y=
 
kf(x)
Побудувати графік функції
Збільшення ординат графіку
в k разів
Якщо k>1, то провести розтягнення графіка уздовж осі ординат
)
Рис. 2.1. Алгоритм для побудови графіків функцій способом перетворення виду масштабування

Завдання 2. Паралельне перенесення. Побудова графіка функції способом перетворень.
а) у = х2х2-2
б) у = х2х2+2
в) у = (х+4)2 (х+4)2
г) у = (х-4)2 (х-4)2
а) рішення. Дія 1: побудувати графік функції у = х2х2
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Дія 2: Перенести вісь абсцис вниз на 2 одиниці
[image: ]
б) рішення. Дія 1: побудувати графік функції у = х2х2
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Дія 2: Перенести вісь абсцис вверх на 2 одиниці
[image: ]
в) рішення. Дія 1: побудувати графік функції у = х2х2
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Дія 2: Перенести вісь ординат вліво на 4 одиниці
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г) рішення. Дія 1: побудувати графік функції у = х2х2
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Дія 2: Перенести вісь ординат вправо на 4 одиниці
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На основі вище наведених завдань можна скласти алгоритм для побудови графіків функцій способом перетворення виду паралельний перенос (рис. 2.2).
 (
Якщо 
а
<0, 
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 відбувається зсув
 
в
пра
во
 
на
 |a|
 о
диниц
ь
Побудова 
y=
 
f(x)
Функція має вигляд 
y=f(x+
а)
Функція має вигляд 
 
Якщо 
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0, 
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 відбувається зсув
 
вл
і
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 |a| 
о
диниц
ь
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b
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відбувається зсув 
в
ніз
 на |
b
| 
о
диниц
ь
Якщо 
b
≥0, то 
відбувається зсув 
вверх на |
b
| 
о
диниц
ь
)
Рис. 2.2. Алгоритм для побудови графіків функцій способом перетворення виду паралельний перенос.
Задача. Побудуйте графік функції:  y = 
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.
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[bookmark: _Toc83828645]2.2. Задачі на геометричні перетворення в геометрії (різні рівні вивчення)
Основна мета вивчення геометричних перетворень – ознайомити учнів з різними видами рухів (осьова і центральна симетрія, поворот, паралельне перенесення) та подібністю і гомотетією, їх властивостями, ввести загальне поняття про рівність і подібність фігур, показати застосування окремих видів перетворень, ознак подібності трикутників до розв’язування задач.
Учні повинні розуміти суть кожного із зазначених у програмі видів геометричних перетворень, знати їх властивості, ознаки подібності трикутників і вміти застосовувати їх до розв’язання найпростіших задач. 
Основні компоненти навчальної моделі методу подібності – перетворення, яке лежить в основі метричної геометрії й може бути розкладене в добуток (композицію) гомотетії й руху. 
 1. Аналіз задачі, у процесі чого встановлюється доцільність у побудові фігури, яка подібна заданій чи шуканій із заданим або визначеним коефіцієнтом подібності.
 2. Виконання перетворення подібності (гомотетії) заданої фігури (при відомому коефіцієнту подібності) або побудова допоміжної фігури, що подібна шуканій, завдяки можливості довільного вибору деякого її елемента (елементів). 
3. Знаходження точки (точок) перетину фігури-образу та заданої або обчислення коефіцієнта подібності побудованої фігури та шуканої.
4. Побудова шуканої фігури (за знайденими її точками або як фігури-образу перетворення подібності). 
5. Контроль за виконанням попередніх навчальний дій.
6. Перевірка того, що одержана фігура є шуканою (задовольняє вимогам задачі).
7. Оцінка засвоєння методу перетворення подібності розв’язування задач на побудову.
Побудована навчальна модель є загальним орієнтиром у процесі розв’язування задач на побудову методом подібності.
Наведемо приклад.
Задача 
Побудувати трикутник за трьома висотами hа, hв, hс. Реалізуємо побудовану навчальну модель. 1. Нехай трикутник АВС задовольняє умові задачі. Скористаємось властивістю висот трикутника
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А тому відомі відношення сторін шуканого трикутника. Отже, одразу ж можна побудувати трикутник, який буде подібним до шуканого. Коефіцієнт подібності може бути визначений як відношення довжин відповідних відрізків
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де  – висоти трикутника, проведені відповідно на сторони , ,  трикутника, що подібний шуканому.
2. Будуємо трикутник, подібний до шуканого. Для цього одну із сторін трикутника вибираємо довільно, наприклад сторону . Тоді дві інші знаходимо із рівностей (будуючи четверте пропорційне):
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Отже, будуємо трикутник за трьома сторонами ,, . 
3. Знаходимо відрізок висоти побудованого трикутника, опущеної на сторону . 
4. Виконуємо перетворення гомотетії побудованого трикутника з центром в довільній точці та 	коефіцієнтом:
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Одержуємо шуканий трикутник. 
5. Усі виконані навчальні дії відповідають структурі навчальної моделі методу подібності.
6. Висоти побудованого трикутника дорівнюють заданим в умові задачі:
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7. Метод подібності розв’язування задач на побудову засвоєний повною мірою.
Першочерговим у наступному етапі педагогічної діяльності вчителя має бути контроль і діагностика рівня засвоєння учнями розроблених навчальних моделей,управління груповою та індивідуальною навчальною діяльністю школярів у процесі розв’язування поставлених задач.
Суть методу геометричних перетворень така: при розв’язуванні задачі на побудову вважають, що задача розв’язана, тобто шукана фігура побудована. До окремих частин шуканої фігури або до всієї шуканої фігури, а іноді і до кількох даних фігур, використовується яке-небудь перетворення, і тим самим розв’язування даної задачі зводиться до розв’язування нової допоміжної задачі. Допоміжні задачі розв’язуються, як правило, або безпосередньо, або методом геометричних місць.
Розв’язавши допоміжну задачу, виконують обернене перетворення і тим самим одержують розв’язок даної задачі. У деяких випадках дана задача вважається розв’язаною, як тільки розв’язана допоміжна задача. У цих випадках відпадає необхідність у виконанні оберненого перетворення.
Для кожного методу рухів існує цілий клас задач, що розв’язуються за загальною схемою.
Розглянемо такі класи задач і схеми їх розв’язування.
1. Багато задач на побудову, що розв’язуються методом паралельних перенесень, зводяться до розв’язування задач типу:
· 





Задані дві фігури  і , пряма  і відрізок . Провести пряму, паралельну прямій , таким чином, щоб її відрізок, що лежить між даними фігурами, дорівнював заданому відрізку .

Нехай пряма  є шуканою, тобто вона:
1) 
паралельна прямій ;
2) 



відрізок , що лежить між фігурами  і , дорівнює даному відрізку .











Перенесемо фігуру  в напрямку прямої  на відстань  таким чином, щоб точка  відобразилась в точку . Точка  є точкою перетину фігури  і , яку одержали в результаті паралельного перенесення фігури . Виконуючи обернене паралельне перенесення, одержимо точку . Пряма  є шукана пряма.

Фігурами  можуть бути, наприклад, прямі, кола, многокутники.
До класу, який розглядається, відносяться такі задачі:
· побудувати паралелограм, якщо відома сторона і гострий кут так, щоб задана сторона була паралельною заданій прямій, її кінці належали б двом заданим фігурам і , крім того,:
1) дві інші сторони мали б задану довжину;
2) сторони паралелограма відносились би як два заданих числа.
Аналогічні задачі можна сформулювати, якщо шуканою фігурою є ромб, трикутник, трапеція квадрат і т. ін.
 (
l
) (
l
) (
l
) (
a
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Шукані відрізки  і .[4,112]
2. Існує клас задач, які розв’язуються методом осьової симетрії, розв’язування яких зводиться до розв’язування задач типу:
1) 

















Задана пряма sі дві фігури  і . На фігурах  і  знайти такі точки  і , які симетричні відносно прямої s. Точка  відобразиться в точку . Таким чином, точка  є точкою перетину фігур  і . Виконавши обернене відображення, одержимо точку . На малюнку розглянуто розв’язок задачі цього класу для випадку, коли фігура  – коло, а фігура  – трикутник. Пари точок , , і  – шукані.
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До задач даного класу відносяться наприклад такі задачі:
· 
побудувати ромб з гострим кутом  такий, щоб його більша (менша) діагональ лежала на заданій прямій, а кінці другої діагоналі лежали б на двох даних колах ( на даній прямій і на даному колі, на двох даних прямих і т. д.). Замість гострого кута можна задати довжину діагоналі, що лежить на заданій прямій;
· побудувати трикутник, медіана якого лежить на заданій прямій.
3. Задачі, які розв’язуються методом центральної симетрії, зводяться до розв’язування задач типу:
1) задані дві рівні фігури і точка S. Через точку S провести пряму так, щоб S була серединою відрізка цієї прямої, який лежить між даними фігурами;












2) нехай пряма  (точки  і  належать даним фігурам) є шуканою. Побудуємо фігуру , центрально-симетричну фігурі . При цій центральній симетрії точка  відобразиться на точку . Таким чином, точка  є точкою перетину фігур  і . Виконавши обернену симетрію, одержимо точку .





На малюнку розглянуто розв’язок задачі, коли  - коло, а  - пряма. Прямі , і  - шукані.
 (
a
) (
S
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До задач даного класу відносяться, наприклад, такі задачі:
· побудувати паралелограм, діагоналі якого перетинаються в заданій точці О, а кінці однієї діагоналі лежать на даних колах (на даній прямій, на даному колі, на даних прямих і т. д.), якщо відомі:
1) друга діагональ і кут між діагоналями;
2) його сторони і т. д.
Аналогічно можна сформулювати задачі на побудову ромба, квадрата, прямокутника.
4. Розв’язування класу задач за допомогою обертання зводиться до розв’язування задач виду:
1) 





задана точка  кут  і дві фігури  і . Побудувати рівнобедрений трикутник з вершиною у точці  і кутом  при вершині таким чином, щоб кінці основи трикутника лежали на даних фігурах;








Отже, нехай трикутник  - шуканий, де точка В лежить на фігурі , а С на фігурі . Обертаючи фігуру  навколо точки А на кут  таким чином, щоб точка В співпала з С, одержимо фігуру . Точка С – точка перетину фігур  і . Виконавши обертання, одержимо точку В.
Розглянемо розв’язок задачі даного класу для випадку, коли фігури є колами.


Трикутники  і  – шукані.
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Аналогічно можна сформулювати задачі на побудову квадрата або ромба.
До задач даного класу відноситься і така задача:
· задані три паралельні прямі. Побудувати рівносторонній (рівнобедрений з даним кутом при вершині) трикутник, вершини якого лежали б на даних прямих.
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Задача розв’язується з точністю до паралельного перенесення в напрямку даних прямих. Тому точка А на прямій а може бути вибрана довільно.
Приклади задач цього типу:




Задані точка А і дві прямі  і .Побудувати рівнобедрений трикутник з вершиною в точці А і заданим кутом при вершині таким чином, щоб кінці основ трикутника лежали на прямих  і ..
Типи задач, що розв’язуються методом перетворення подібності.
Умови таких задач,зазвичай, розподіляються на дві групи:
1. Умови, які дають можливість побудувати фігуру, подібну шуканій. До цієї групи відносяться умови, що визначають форму шуканої фігури (назва шуканої фігури, кути, відношення відрізків) і деякі з умов, що визначають розміщення даної фігури.
2. Умови, які дають можливість перетворити фігуру, подібну шуканій, в шукану фігуру. До цієї групи умов відносяться задані відрізки і деякі з умов, що визначають розміщення даної фігури.
Таким чином, умови, які визначають розміщення шуканої фігури, можуть належати як до першої, так і до другої групи.
Розглянемо приклади таких задач.
1. У даний трикутник АВС вписати квадрат
Умова задачі:
1) шукана фігура квадрат;
2) дві вершини шуканого квадрата повинні лежати на відрізку АВ (або на одному із відрізків АС та ВС);
3) одна вершина квадрата повинна лежати на відрізку АС;
4) одна вершина квадрата повинна лежати на відрізку ВС.
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Умови 1)-3) дозволяють побудувати квадрат  (подібний шуканому), який не задовольняє тільки умові 4).

Умова 4) дозволяє перетворити квадрат  в шуканий за допомогою гомотетії з центром в точці А. Коефіцієнт гомотетії визначається вимогою, щоб точка P належала відрізку ВС.
При розв’язуванні задач на побудову іноді використовують декілька геометричних перетворень.


Нехай, наприклад, потрібно побудувати трикутник АВС з кутом  при вершині А і відношенням сторін АВ:АС=3 :2 таким чином, щоб його вершини лежали відповідно на паралельних прямих .
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Точку А на прямій aможна вибрати довільно, так як задача розв’язується з точністю до паралельного перенесення в напрямку даних прямих. Застосуємо до прямої с перетворення гомотетії з центром в точці А і коефіцієнтом =3/2. Нехай пряма с відображається на пряму  , а точка С на точку . Якщо побудувати рівнобедрений трикутник , то буде побудований і шуканий трикутник АВС . Таким чином, розв’язування задачі звели до побудови рівнобедреного трикутника  з заданим кутом при вершині А, дві інші вершини якого повинні лежати на паралельних прямих і . Ця задача розв’язується методом обертання. Розв’язання цієї задачі розглянуто раніше.
Таким чином, при розв’язуванні цієї задачі потрібно використати послідовно два перетворення – гомотетії і обертання.
У підручнику Мерзляк після пункту 24 «Гомотетія. Подібність фігур» передбачено різноманітні задачі. Частина з них спрямована на закріплення означення подібних, гомотетичних фігур і перетворення гомотетії та подібності, на формування навичок побудови фігури, гомотетичної даній. У деяких подані теоретичні факти, які використовуються при розв’язуванні інших задач, деякі розглядають як теореми. Зрозуміло, що перелічені задачі треба розв’язувати в класі або як домашнє завдання з наступною перевіркою в класі. У системі задач є чимало задач на доведення, які значна частина учнів не зможе розв’язати самостійно. Тому їх треба розглянути в класі. 
У багатьох випадках геометричні перетворення не є самоціллю, а виступають як частина розв’язування задачі. За допомогою геометричних перетворень здійснюється перехід до такої фігури, про яку є достатня кількість відомостей, для виконання побудови або обчислення лінійних та кутових елементів (чого потребує умова задачі).
Розглянемо приклади такого використання геометричних перетворень у процесі розв’язування задачі на обчислення.

Задача. На гіпотенузі ВС прямокутного трикутника, сума катетів якого дорівнює , поза трикутником побудовано квадрат. Визначити відстань від вершини А трикутника до центра квадрата.
Порівняно просте розв’язування дає розгляд чотирикутника АВОС, якщо застосувати теорему Птоломея: Добуток діагоналей вписаного чотирикутника дорівнює сумі добутків протилежних його сторін. Проте ця теорема перебуває за межами шкільної програми.
Якщо вважати відомими катети, провести висоту на гіпотенузу, продовжити її до перетину з прямою, що проходить через точку О паралельно ВС, і виконати обчислення (за допомогою співвідношень між елементами прямокутного трикутника), то це вимагатиме багато часу.


Справа істотно змінюється, якщо виконати обертання трикутника АОВ навколо точки О на . Про можливість такого перетворення свідчить той факт, що ОВ=ОС і . Після такого обертання точка В перейде в точку С, а точка А в точку М. підрахунок кутів при точці С показує, що точки А, С і М лежать на одній прямій.
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Таким чином, виявляється, що шуканий відрізок АО є катетом рівнобедреного трикутника АОМ, гіпотенуза якого АМ=АВ+АС=, тому АО=.

Задача. Периметр гострокутного трикутника АВС дорівнює Р. Визначити периметр трикутника , вершини якого симетричні центру кола О, описаного навколо трикутника АВС, відносно сторін трикутника.






Безпосередньо обчислювати розміри сторін трикутників АВС (з використанням тригонометрії) явно нераціонально. Розглянемо трикутник , вершини якого є серединами сторін трикутника АВС. За властивістю середньої лінії трикутника, периметр якого дорівнює . Розглядаючи трикутники  і , можна помітити, що вони гомотетичні, причому центром гомотетії є точка О, а коефіцієнт гомотетії =2. Тому периметр шуканого трикутника дорівнює .
При розв’язуванні задач на побудову можливе поєднання, зв'язок кількох перетворень. Наприклад, якщо треба побудувати трапецію за відношенням всіх її сторін та висотою, то спочатку будують трапецію, подібно до шуканої. При цьому відомі всі сторони трапеції, і доводиться застосовувати паралельне перенесення. Потім, щоб перейти до шуканої фігури, треба використовувати відомий розмір висоти. Тому застосовують гомотетії.
Найчастіше геометричні перетворення застосовують при побудовах у сполученні з геометричним місцями точок. Наприклад.
Задача. Побудувати трикутник за кутом, медіаною та висотою, проведеними з вершини цього кута.







Якщо дано кут А та величину висоти  і медіани , то можна побудувати трикутник . При цьому лишиться визначити положення вершини В і С на прямій . Якщо виконати побудову точки М, симетричної до А відносно , то виявиться, що АС=МВ, тобто . Таким чином, для визначення положення точки В досить побудувати на відрізку АМ сегмент, що вміщує кут .

Побудова здійснена, якщо .
Задача. Всередині кута ВАС дано точки D і E. Побудувати рівнобедрений трикутник, основа якого лежить на прямій АС, третя вершина на АВ, причому бічні сторони проходять через точки Dі E.




Побудуємо точку  симетричні точці Е відносно прямої АВ. Якщо , то легко обчислити, що . Таким чином, побудова сегмента, що вміщує такий кут на відрізку  визначають вершину К шуканого трикутника.
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 (
B
)Отже, геометричні перетворення не протиставляються іншим прийомам розв’язування геометричних задач, а поєднуються з ними. Правильне розуміння місця геометричних перетворень в арсеналі методів розв’язування задач збагачує учнів, дає змогу в багатьох випадках швидше знайти шлях для розв’язання і розв’язати поставлену задачу простіше.
Задача. Побудуйте переріз тетраедра DABC площиною, яка проходить через середини M і N відповідно ребер AD і BD та точку P, що належить ребру BC. 
Розв’язання. Сполучимо точки M і N . Оскільки 
відрізок MN — середня лінія трикутника ADB, то MN || AB. Отже, MN ‑ ABC. 
За теоремою 5.2 січна площина перетинає площину ABC по прямій, паралельній прямій MN, причому ця пряма проходить через точку P. Проведемо через точку P пряму, паралельну прямій MN. Нехай K — точка перетину проведеної прямої зі стороною AC . Чотирикутник KMNP — шуканий переріз. 
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Задача . Основою піраміди SABCD є трапеція ABCD, у якій основа AD удвічі більша за основу BC. Точка M — середина ребра SD. Площина ABM перетинає ребро SC у точці N. Знайдіть відношення SN : NC. 
Розв’язання. Нехай K — середина основи AD трапеції ABCD . Оскільки AD = 2BC, то AK = BC, а отже, чотирикутник ABCK — паралелограм. 
Розглянемо паралельну проекцію піраміди SABCD на площину ASD у напрямі прямої AB. Цією проекцією є трикутник ASD, причому проекцією ребра SC є медіана SK, а проекцією перерізу піраміди площиною ABM — медіана AM трикутника ASD .Звідси випливає, що проекцією точки N є точка перетину медіан трикутника ASD. На рисунку  цю точку позначено буквою P. 
Оскільки з теореми 7.3 випливає, що SN : NC = SP : PK, то SN : NC = 2 : 1. 
Відповідь: 2 : 1.
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Задача. Чи можна на площині розмістити вісім точок і пофарбувати чотири з них у червоний колір, а інші чотири — у синій так, щоб для будь- яких трьох точок одного кольору знайшлася точка другого кольору й ці чотири точки були вершинами паралелограма?
[image: ]                      [image: ]
Розв’язання. Розглянемо паралельну проекцію куба на площину . Пофарбуємо отримані проекції вершин куба так, як показано на рисунку. Зрозуміло, що пофарбовані точки задовольняють умову задачі.



[bookmark: _Toc83828646]2.3. Аналіз результатів дослідження 

Для визначення ефективності використання запропонованих вище задач на геометричні перетворення нами було обрано 9-А клас (кількість 25 чоловік) ЗЗСО № 22, м. Київ, що вивчають геометрію за профільним рівнем навчання.
Згідно освітнього плану учні навчалися вирішувати задачі на геометричні перетворення за допомогою складених уроків з використанням наведених вище задач. Приклад такого конспекту уроку наведемо нижче.
Конспект уроку №1
Тема уроку: Осьова симетрія.
Мета:
· Формувати знання учнів про перетворення симетрії в просторі та окремих її видів, застосувати ці знання до розв’язування задач, навчати знаходити вісь симетрії та визначати її роль.
· Розвивати вміння та навики необхідні для побудови симетричних прямих, фігур; розвивати увагу, пам'ять, розумову активність, інтуїцію, пізнавальну самостійність, пізнавальний інтерес, потребу в самоосвіті, ініціативу, творчість, обґрунтованість суджень.
· Виховувати позитивне ставлення учнів до навчально-пізнавальної діяльності, уміння сконцентруватися, слухати інших, співпереживати, виховувати загальнолюдські цінності та формувати сприятливий моральний клімат.
Тип уроку: урок засвоєння нових знань і вмінь
Обладнання: підручник Геометрія 9 клас, автори А.Г.Мерзляк, В.Б.Полонський, М.С.Якір, зошит, канцелярський набір для креслення.
Хід уроку
І. Організаційний момент
(Перевірка присутності, організація та налаштування учнів на урок)
- Доброго дня! Я вітаю вас на сьогоднішньому уроці. Для того, щоб успішно та продуктивно попрацювати нам потрібно позитивно налаштуватися. Поверніться до свого сусіда по парті та посміхніться йому.
ІІ. Перевірка домашнього завдання
(Черговий учень доповідає про стан виконання домашнього завдання учнями класу)
ІІІ. Мотивація навчальної діяльності. Повідомлення теми
Існує старовинна притча про буріданового осла. У одного філософа по імені Бурідан був осел. Одного разу, від’їжджаючи надовго, філософ поклав перед віслюком дві однаковісінькі купи сіна – одну зліва, другу справа. Осел не зміг вирішити, з якої купи йому почати, і вмер з голоду.
Притча про осла, зрозуміло – жарт. Але, якщо подивитись, наприклад, на шальки зрівноважених терезів, хіба вони не нагадують притчу про осла? Справді, у цих двох випадках є щось спільне. В обох випадках праве і ліве  настільки однакові, що не можна надати перевагу якомусь одному. Іншими словами, в обох випадках ми маємо справу із симетрією, яка проявляється у повній рівноправності правого і лівого. Отже, тема сьогоднішнього уроку «Осьова симетрія».
IV. Актуалізація опорних знань
Математичний диктант «Закінчи речення»
1. Перетворення, яке зберігає відстані між точками називається…
2. При переміщенні пряма переходить у …
3. При переміщенні відрізок переходить у …
4. При переміщенні кут переходить у …
5. Дві фігури називаються рівними, якщо…
6. Якщо фігура F в результаті перетворення відображається на фігуру  . то фігура  називається…
7. Якщо при переміщенні трикутник АВС з кутом В, що дорівнює 65 , переходить у трикутник МНК, то кут Н дорівнює…
8. Якщо паралелограм АВСМ з діагоналями АС=6см і ВМ=8см і кутом між ними 30 при переміщенні переходить у паралелограм РОDЕ, то PD =…, OE =…
V. Сприймання й усвідомлення нового матеріалу
- Важко знайти людину, яка б не мала якогось уявлення про симетрію. «Симетрія» – слово грецького походження. Воно, як і слово «гармонія», означає відповідність, наявність певного порядку, закономірності в розташуванні частин.
У будь-якому виді мистецтва значне місце займає симетрія – засіб створення художнього образу, створення гармонії. Симетрія є одним з важливих засобів досягнення єдності і художньої виразності композиції в художньому проектуванні. З симетрією людина зустрічається повсякденно в природі і техніці, вона проходить через всю багатовікову історію людської творчості, її широко використовують архітектори, живописці, скульптори, художники-конструктори, інженери і навіть техніки, біологи, хіміки і т. д.
Симетрія, яку людина розкрила і осмислила у творіннях природи, ставала для неї поступово своєрідною нормою прекрасного. Вона починала свідомо використовувати її вже як засіб гармонійної організації форми.
В математиці розглядаються різні види симетрії: осьова симетрія (симетрія відносно прямої) і центральна симетрія (симетрія відносно точки).
Осьова симетрія (симетрія відносно прямої)
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Симетричними відносно прямої l називаються точки А і , якщо ця пряма проходить через середину відрізка і перпендикулярна до нього. Пряма l - це вісь симетрії.Якщо точка A належить прямій l, то її вважають симетричною самій собі відносно прямої l.
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Пряму l називають віссю симетрії. Говорять, що фігури F і  
симетричні відносно прямої l.

VI. Розв’язування вправ
Усно: Симетрія відносно точки О переводить точку А в точку В. Де розміщена точка О?
 Які прямі під час осьової симетрії переходять самі в себе?
21.1.° Побудуйте образи фігур, зображених на рисунку 21.20, при 
симетрії відносно прямої l.
[image: ]
21.3.° Точки A і B симетричні відносно прямої l . По- 
будуйте пряму l.
[image: ] 



VIIІ. Підведення підсумків уроку
· Що нового дізналися на уроці?
· Що сподобалося найбільше?
· Що було найскладнішим при виконанні завдань?
· Що треба ще вивчити вдома? 
ІХ. Домашнє завдання
П. 21, СТ.192-193,  № 21.2,21.5
У кінці вивчення даної теми з учнями 9-А класу було проведено тематичну контрольну роботу. 
Наводимо текст контрольної роботи. Кожна правильна відповідь оцінюється в 3 бали.
Тип уроку: контроль навчальних досягнень учнів. 
Обладнання: зошити для контрольних робіт, канцелярський набір для креслення.
Хід уроку:
І. Тематичне оцінювання
Варіант 1
1. Побудуйте довільний трикутник ABCі виконайте його паралельне перенесення так, щоб вершина А перейшла в С.
1. 
Запишіть рівняння кола, у яке переходить коло (х + 1)2 + (у + 1)2 = 1 при паралельному перенесенні, яке задане формулами 
1. Знайдіть рівняння кола, у яке переходить коло х2 + у2= 4 при гомотетії з центром О і коефіцієнтом 2.
1. Два кола радіусів 1 см і 6 см, які не мають спільних точок, мають зовнішню спільну дотичну. Знайдіть відстань між центрами цих кіл, якщо довжина спільної дотичної дорівнює 12 см.
Варіант 2
1. Побудуйте довільний паралелограм ABCD і виконайте його паралельне перенесення так, щоб вершина В перейшла в D.
1. 
Запишіть рівняння кола, у яке переходить коло (х – 1)2+ (у – 1)2 = 1 при паралельному перенесенні, яке задане формулами 
1. 
Знайдіть рівняння кола, у яке переходить коло х2 + у2 = 9при гомотетії з центром О і коефіцієнтом .
1. Два кола радіусів 7 см і 2 см, які не мають спільних точок, мають спільну зовнішню дотичну. Знайдіть довжину спільної дотичної, якщо відстань між центрами кіл дорівнює 13 см.
Варіант 3
1. Побудуйте довільний паралелограм ABCD і виконайте його паралельне перенесення так, щоб вершина Аперейшла в середину ВС.
1. 
Запишіть рівняння кола, у яке переходить коло (x + 1)2 + (y + 1)2 =1 при паралельному перенесенні, яке задане формулами
1. Знайдіть рівняння кола, у яке переходить коло х2+у2 = 4 внаслідок гомотетії з центром О і коефіцієнтом 0,5.
1. Два кола радіусів 3 см і 8 см, які не мають спільних точок, мають спільну зовнішню дотичну. Знайдіть відстань між центрами цих кіл, якщо довжина спільної зовнішньої дотичної дорівнює 12 см.
Варіант 4
1. Побудуйте довільний прямокутник ABCD і виконайте його паралельне перенесення так, щоб вершина А перейшла в середину ВС.
1. 
Запишіть рівняння кола, у яке переходить коло (x–1)2 +(у– 1)2 =1 при паралельному перенесенні, яке задане формулами
1. Знайдіть рівняння кола, у яке переходить коло х2 + у2 = 9 у наслідок гомотетії з центром О і коефіцієнтом 3.
1. Два кола радіусів 9 см і 4 см, які не мають спільних точок, мають спільну зовнішню дотичну. Знайдіть довжину спільної дотичної, якщо відстань між центрами цих кіл дорівнює 13 см.
Результати контрольної роботи наведемо на рис. 2.3.

Рис. 2.3. Результати контрольної роботи , чол.

Отримані результати контрольної роботи свідчать, що за допомогою уроків з підготовки до рішення задач на геометричне перетворення за профільним рівнем учні 9-А класу достатньо ефективно навчилися вирішувати задачі з елементами планіметрії та стереометрії. Так, лише один учень має початковий рівень знань за даним напрямком навчання, 5 учнів зуміли виконати дві задачі про перенесення парелограма та кола. 10 учнів отримали достатній рівень знань зумівши вирішити задачу про перенесення кола у наслідок гомотетії. 9 учнів отримали високий рівень знань та виконали всі 4 задачі.
Отже, проведене дослідження свідчить, що розроблені уроки на тему геометричного перетворення являється ефективними для навчання учнів                    9 класів вирішувати планіметричні та стереометричні задачі і тим самим підготуватися до ДПА.
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ВИСНОВКИ

Ідея геометричних перетворень – одна з основних ідей сучасної математики. Вона лежить як в основі визначення геометрії, так і в основі класифікації її окремих розділів. Ідея перетворень є однією з провідних у сучасній математичній науці і в різних галузях її застосувань. Вона тісно пов’язана із ідеями функцій, відображень, які широко використовуються в практиці (архітектура, геодезія тощо). Крім того, геометричні перетворення – це засіб доведення теорем і розв’язування задач.
Цілеспрямований перехід до профільного навчання в 10-11 класах загальноосвітніх шкіл має на увазі три типи навчальних предметів: базові, профільні та елективні. Зразкове співвідношення обсягів даних типів навчальних предметів відповідно 50:30:20. Вибір профільних і елективних навчальних предметів в сукупності становить індивідуальну освітню траєкторію учнів.
Навчальні предмети Державного стандарту базової і повної загальної середньої освіти представлені на двох рівнях – базовому і профільному. У стандарті базового рівня акцент робиться на формування загальної культури і більшою мірою пов’язаний зі світоглядними, виховними та розвиваючими завданнями загальної освіти, а в стандарті профільного рівня основна увага приділяється підготовці учнів до продовження освіти або до професійної діяльності за обраним напрямом.
За програмою 11-річної школи учні повинні самостійно описувати геометричні перетворення графіків функцій, симетрію відносно точки і прямої; паралельне перенесення; поворот; рівність фігур; перетворення подібності; гомотетії; подібність фігур. Також повинні будувати і наводити приклади фігур, в які переходять дані фігури при переміщеннях та перетвореннях подібності; формулювати властивості переміщення та перетворення подібності та практично застосовувати отриманні знання з теми. Тому у вчителів постає проблема методики викладання теми «Геометричні перетворення» в основній школі.
У сучасних шкільних програмах поняттю геометричного перетворення відводиться досить скромне місце: школярам дають визначення таких перетворень як поворот, паралельне перенесення, симетрія, іноді інверсія, і показують, що ці перетворення можуть бути корисні при вирішенні певних завдань. Тим часом, поняття перетворення є для геометрії ключовим. Інакше кажучи, саме визначення геометрії вимагає його використання.
При традиційному читанні уроків і проведенні практичних занять з алгебри і геометрії потрібні численні побудови, з використанням креслярських інструментів. Це займає велику кількість часу. Використовуючи інформаційні технології, можна урізноманітнити заняття з геометрії барвистими, анімованими слайдами. Інформаційні технології дозволяють розглянути всі випадки вирішення тієї чи іншої задачі, доказ теореми, розглянути окремий випадок і т.д. Засоби мультимедіа сприяють більш глибокому і усвідомленому засвоєнню досліджуваного матеріалу, так як учень, освоївши основні поняття на уроці, легко зможе повернутися до переглянутого матеріалу для закріплення або повторення його в позанавчальний час. 
Для визначення ефективності використання запропонованих вище задач на геометричні перетворення нами було обрано 9-А клас (кількість 25 чоловік) ЗЗСО № 22, м. Київ, що вивчають геометрію за профільним рівнем навчання.
Спочатку навчального року учні навчалися вирішувати задачі на геометричні перетворення за допомогою складених уроків з використанням наведених вище задач.
Отримані результати контрольної роботи свідчать, що за допомогою уроків з підготовки до рішення задач на геометричне перетворення за профільним рівнем учні 9-А класу достатньо ефективно навчилися вирішувати задачі з елементами планіметрії та стереометрії. Так, лише один учень має початковий рівень знань за даним напрямком навчання, 5 учнів зуміли виконати дві задачі про перенесення парелограма та кола. 10 учнів отримали достатній рівень знань зумівши вирішити задачу про перенесення кола у наслідок гомотетії. 9 учнів отримали високий рівень знань та виконали всі 4 задачі.
Отже, проведене дослідження свідчить, що розроблені уроки на тему геометричного перетворення являється ефективними для навчання учнів                    9 класів вирішувати планіметричні та стереометричні задачі і тим самим підготуватися до ДПА.
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